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1 Einleitung

Die Mathematik dient der Beschreibung der Wirklichkeit. Oft sind die zu beschreibenden
Ph&nomene von kontinuierlicher Struktur, wie zum Beispiel die Modellierung der Warmeaus-
breitung in einem Kdorper. Es gibt jedoch auch Phanomene, bei denen eine diskrete Struktur
sinnvoll ist. Ein Beispiel ist das Internet. Wir méchten das Internet als einen Graphen in-
terpretieren. Dazu fassen wir jede Internetseite als eine Ecke auf. Existiert zwischen zwei
Internetseiten ein Hyperlink, so sagen wir, dass die jeweiligen Ecken verbunden sind. Zur
Vereinfachung nehmen wir an, dass dieser Graph ungerichtet ist. Auf Basis der Ergebnisse,
die wir in dieser Arbeit vorstellen, méchten wir eine Methode skizzieren, mit der man die
Internetseiten mit den meisten Hyperlinks und den meisten Verlinkungen finden kann.

Wir stellen uns einen sogenannten Zufallssurfer vor. Dieser startet auf einer beliebigen In-
ternetseite, wartet eine zufallige Zeit und klickt dann zuféllig auf einen beliebigen Hyperlink.
Jedes Mal, wenn er eine neue Internetseite aufruft, zahlen wir flr die zugehdrige Internetsei-
te einen Punkt dazu. Dies fuhrt durch eine geeignete Normierung zu einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung, die angibt, wie wahrscheinlich es ist, dass der Zufallssurfer sich zu einem
gegebenen Zeitpunkt auf einer Internetseite befindet. Wir werden sehen, dass sich diese
Verteilung unter gewissen Voraussetzungen an den zugehdrigen Graphen fiir gro3e Zeiten
einer stationaren Verteilung anndhert. Die stationare Verteilung verschlisselt die jeweilige
Gewichtung der Internetseiten. Diesen Ansatz kann man als die probabilistische Interpreta-
tion des PageRank-Algorithmus verstehen. Mit den in dieser Arbeit vorgestellten Methoden
kann man die Naherung an die stationare Verteilung in Zusammenhang mit einer diskre-
ten Entropie setzen. Mithilfe der Entropie kann man dann zum Beispiel Aussagen tber die
Stationaritat der aktuellen Verteilung treffen.

Eine weitere Anwendung finden diskrete Modelle in der numerischen Mathematik. Mchte
man ein kontinuierliches Problem und die dazu gehdérigen partiellen Differentialgleichungen
I6sen, so ist man bei den meisten Verfahren auf eine Diskretisierung des Modells angewie-
sen. Wir mdchten dies anhand der sogenannten Fokker-Planck-Gleichung

Oru = div(Vu +uVV)

erlautern. Diese Gleichung bildet ein zentrales Objekt dieser Arbeit. Die Fokker-Planck-
Gleichung kann man als Modellierung der Warmeleitung unter Présenz eines Potentials V/
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interpretieren.

Bei der numerischen Diskretisierung winscht man sich eine méglichst gute Approximation
des eigentlichen Modells. Optimal ware, dass die Lésungen des diskreten Modells auch fir
beliebig groBe Zeiten beliebig genau mit den Lésungen des kontinuierlichen Modells Gber-
einstimmen. Dies ist leider nur selten bis gar nicht moglich. Deshalb scheint es sinnvoll
zu fordern, dass das diskrete Modell ahnliche, meist physikalisch motivierte Eigenschaften
wie das kontinuierliche Modell aufweist. Eine solche Eigenschatft ist bei der Fokker-Planck-
Gleichung zum Beispiel die Positivitat von Lésungen zu einem positiven Anfangswert sowie
die Massenerhaltung des Anfangswerts entlang der Lésung. Wir stellen ein diskretes Modell
der Fokker-Planck-Gleichung vor, das diese gewlinschten Eigenschaften erfillt. Den mathe-
matischen Rahmen fir diese Eigenschaften bilden die sogenannten Markov-Halbgruppen.
Diese Markov-Halbgruppen untersuchen wir in Kapitel 3 genauer.

Unter gewissen Voraussetzungen an V' ist eine weitere wichtige Eigenschaft von Lésungen
der Fokker-Planck-Gleichung die exponentiell schnelle Konvergenz der Entropie gegen null
far groBBe Zeiten. Es ist winschenswert, dass dies auch fur die Entropie der Diskretisierung
gilt. In Kapitel 2 stellen wir zwei verschiedene Wege dar, mit denen man das obige Resultat
im kontinuierlichen Fall beweisen kann. Diese Ansatze untersuchen wir dann hinsichtlich
ihrer Kompatibilitdt mit dem diskreten Setting.

Der Ansatz, den wir in den Kapiteln 4 und 5 vorstellen, basiert auf einer Adaption der Theorie
des optimalen Transports. Grob formuliert ist die Grundfrage dieser Theorie: Es seien ein
Erdloch und ein Sandhaufen mit dem gleichen Volumen gegeben; wie transportiert man
den Sand mit méglichst geringem Aufwand in das Erdloch? Diese Theorie liefert einen sehr
eleganten Beweis flr die Konvergenz der Entropie entlang von Lésungen der Fokker-Planck-
Gleichung. Wir versuchen, diese Theorie geeignet auf das diskrete Setting anzuwenden. Ein
zentrales Thema des vierten Kapitels ist, wie man diese Theorie in einem diskreten Setting
sinnvoll formuliert, sodass man ahnliche Resultate erhalt.

Die Ergebnisse, die wir in dieser Arbeit vorstellen, sind meistens in direkter Analogie zu ih-
rem kontinuierlichen Pendant entwickelt worden. Ein wichtiges Handwerkszeug der Theorie
des optimalen Transports ist der sogenannte Otto-Kalkiil. Dabei handelt es sich um intui-
tive Rechenregeln. In Kapitel 4 untersuchen wir die diskrete Version dieser Rechenregeln
und werden sehen, dass es dank der diskreten und endlichen Struktur mdglich ist, diese
Rechenregeln zu formalisieren.

Im Anhang stellen wir eine Einfihrung zum Begriff der Markov-Ketten, einige Resultate zu
riemannschen Mannigfaltigkeiten sowie eine Sammlung technischer Hilfsresultate bereit.



2 Entropie und ihre Anwendungen

Wir méchten in diesem Kapitel den Begriff der Entropie erklaren, einige Eigenschaften der
Entropie untersuchen und den Zusammenhang zu der Fokker-Planck-Gleichung vorstellen.

2.1 Eine abstrakte Definition

Der Begriff der Entropie wird in den verschiedensten Situationen benutzt. Wir geben hier
eine mdglichst allgemeine Definition auf Basis der Ausflihrungen in [Mat07] und [JUG16]. Im
Folgenden sei X ein Banachraum. Wir betrachten das abstrakte Cauchy-Problem

ACP
u(0) = wo, ( )

{@u—l—Au:O firt >0
wobei A: D(A) — X ein linearer Operator mit Definitionsbereich D(A) C X ist. Ferner
existiere ein eindeutig bestimmtes Equilibrium ., € D(A), das heiBt, es gelte A(u,) = 0.
Wir nehmen an, dass zu jedem beliebigem Anfangswert uqy € D(A) eine glatte Lésung
u: [0,00) — D(A) des Anfangswertproblems (ACP) existiert.

Definition 2.1.1 (Ljapunovfunktional). Ein Funktional L: D(A) — R heiBt Ljapunovfunktio-
nal zum (ACP), falls jede glatte L6sung von (ACP) die Ungleichung
d

far alle ¢ > 0 erfallt.

Definition 2.1.2 (Entropie). Sei H: D(A) — R ein konvexes Ljapunovfunktional. Sei ferner
¢: R — R stetig, monoton wachsend und es gelte p(0) = 0. Existiert eine Metrik d auf X,
sodass

d(u, uss) < p(H(u) — H(us))

fur alle u € D(A) gilt, dann nennen wir H Entropie zu (ACP) und die Differenz H (u|uo,) :=
H(u) — H(us) bezeichnen wir als die relative Entropie.



2 Entropie und ihre Anwendungen

Bemerkung 2.1.3. (i) Im Vergleich zur physikalischen Entropie ist die oben definierte
Entropie fallend entlang der Lésungen des abstrakten Cauchy-Problems und nicht
wachsend.

(i) A priori ist in Definition 2.1.2 nicht klar ob der Term H(u) — H(us,) nichtnegativ ist.
Wir wahlen deshalb den Definitionsbereich R fir die Funktion ¢. Aus der Monotonie,
der Bedingung ¢(0) = 0 sowie der Nichtnegativitat der Metrik folgt, dass man ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit p(z) = 0 fir z > 0 setzen kann.

Definition 2.1.4 (Entropieproduktion). Wir betrachten das (ACP) mit einem gegebenen Entro-
piefunktional H. Fir eine glatte Lésung u: [0,00) — D(A) des (ACP), definieren wir die
Entropieproduktion 7: (0,00) — R durch

d

1(t) = == H(w).

Die Entropieproduktion wird oft auch Fisher-Information genannt.

2.2 Anwendung auf die Fokker-Planck-Gleichung

In diesem Abschnitt werden wir eine Anwendung von Entropiemethoden auf die Fokker-
Planck-Gleichung vorstellen. Die Fokker-Planck-Gleichung im R"™ ist gegeben durch

{atu = div(Vu+uVV) fiirt >0 FPG)

u(0) = g

flr ein sogenanntes Potential V': R™ — R.

Konvention: In den weiteren Ausfihrungen zur Fokker-Planck-Gleichung werden wir die fol-
genden Eigenschaften annehmen. Zu jedem positiven Anfangswert existiere eine eindeutig
bestimmte, glatte und positive Lésung. Wir betrachten ausschlieBlich positive Anfangswerte
up mit Einheitsmasse. Man kann zeigen, dass dann auch die Lésung von (FPG) Einheits-
masse besitzt, das heiBt, es gilt 1 = [, uodz = [, w,dz fir alle ¢ > 0. Fir ein gentigend
glattes Potential V' mit e~V € L'(R") ist das Equilibrium der Fokker-Planck-Gleichung ge-
geben durch u., = ce~" mit der normalisierenden Konstanten ¢ := ||e=" | .

Wir betrachten die Funktion ¢: [0, 00) — R, ¢(z) := zlog(z) —x +1 flr z > 0 und ¢(0) = 0.
Die relative Entropie bezlglich u. ist die durch

H(u) = Hulu) = /R - <%> toodx
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definierte Funktion. Dies stimmt insoweit mit der Definition 2.1.2 Uiberein, dass H (uqo|ti0o) =
0 ist und folglich auch H(ulus) = H(u|uo) — H(uso|tiee) = H(u) — H(us) gilt, wobei
H(u) := H(u|u) bezeichnet. Wir haben jedoch noch nicht gezeigt, dass H (u) die bendtig-
ten Eigenschaften besitzt, um eine Entropie im Sinne von Definition 2.1.2 zu sein.

Theorem 2.2.1. Es sei H(uy) < oo und das Potential V' erfiille die Bakry-Emery-Bedingung
V2V > Md fiir ein A > 0. Unter diesen Voraussetzungen konvergiert die glatte Lésung der
Fokker-Planck-Gleichung (FPG) zum Anfangswert uq exponentiell schnell zum Equilibrium.
Insbesondere gilt fiir alle Zeitent > 0 die Abschétzung

e — oo ||z < e M /2H (ug).

Bemerkung 2.2.2. Wir bezeichnen mit V2V die Hesse-Matrix von V. Die Bakry-Emery-
Bedingung V2V > \1d istim Sinne einer gleichmaBigen positiven Semidefinitheit der Matrix
V2V — X1d zu verstehen. Fur ein glattes Potential V' folgt aus dieser Bedingung die strikte
Konvexitat von V.

Beweis. Wir geben nur einen kurzen Uberblick (iber die einzelnen Schritte des Beweises.
Fir eine genauere Behandlung verweisen wir auf [Mat07] und die dort angegebenen Refe-
renzen.

Teil 1: Im ersten Schritt zeigt man die Nichtnegativitat der Entropieproduktion — < H (u,) ent-
lang der Lésung der Fokker-Planck-Gleichung zum Anfangswert u,. FUr alle Zeiten
t >0 qilt
—EH(ut) > 0.
dt -
Teil 2: Die Idee des Beweises ist die Berechnung und anschlieBende Abschatzung der
zweiten Ableitung der relativen Entropie nach der Zeit. Dies wird oft auch als Bakry-

Emery-Methode bezeichnet. Man zeigt, dass
d2

d

far alle Zeiten t > 0 gilt.

Teil 3: Die Integration der Ungleichung aus Teil 2 Tber (s, o) liefert dann

L ()

. d
P — lim —H (uy)

s dt < =2 (H(us) — lim H(ur)> .

r—00

t=s t=r
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Man kann zeigen, dass die beiden Limiten verschwinden, damit gilt

d

t=s

und nach Gronwall’'s Lemma folgt fiir s > 0

H(uy) < H(ug)e .

Teil 4: Im letzten Schritt stellt man den Zusammenhang zwischen Entropie und ||u; — tuso || 1
her. Dazu verwendet man die Csiszar-Kullback-Pinsker-Ungleichung, diese Unglei-
chung liefert

e — oo |21 < 2H (uy) < 2H (ug)e™ M

fur alle ¢ > 0 und somit die Behauptung.
O

Bemerkung 2.2.3. (i) Teil 1 des obigen Beweises zeigt, dass H ein Ljapunovfunktional
ist. Wir méchten noch begriinden, dass es sich hierbei auch um eine Entropie im Sinne
der Defintion 2.1.2 handelt. Wahlen wir als Metrik den L!-Abstand, dann gilt nach Teil
4 die Ungleichung ||u; — uso |1 < /2H (u,) fur alle genligend glatten Lésungen w der
(FPG). Wahlen wir : R — R, ¢(z) = v/2z, dann ist ||u; — too |1 < (H (u)). 9 ist
stetig, monoton wachsend und es gilt 1/(0) = 0. Da ¢ konvex ist, folgt die Konvexitat
der Entropie und insgesamt die Behauptung.

(i) Wir sehen, dass man mithilfe einer geeigneten Entropie das Langzeitverhalten von
Lésungen der Fokker-Planck-Gleichung kontrollieren kann.

2.3 Die Theorie des optimalen Transports

Sei (X, d) ein vollstandiger separabler metrischer Raum. Wir betrachten den Raum der bo-
relschen Wahrscheinlichkeitsmafe auf X mit endlichem zweiten Moment

Pa(X) = {u: B(X) — [0, 00) ‘ pMaB, u(X)=1und Jzp € X: /Xd(xo,x)Qd,u(a:) < oo} :

Fir zwei MaBe i, v € P»(X') definieren wir

Way(u,v) = inf (/XXX d(x,y)%ﬂx,y))é,

Pell(p,v)
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wobei I1(x, v) die Menge aller Kopplungen von y und v bezeichnet, das heif3t,
M(p,v) ={L € Pa(X x X) |[T(Ax X)=p(A)und ['(X x A) = v(A) VA € B(X)}.

Diese Abbildung wird meistens als L2-Wasserstein-Metrik bezeichnet, wir werden sie im
Folgenden vereinfacht Wasserstein-Metrik nennen. Den Wert W (u, v) kann man als die
minimalen Transportkosten interpretieren, die bendtigt werden, um eine Masse von ihrem
Anfangszustand p in den Endzustand v zu Uberfihren. Die Theorie des optimalen Trans-
ports beschaftigt sich mit einer verallgemeinerten Version dieser Fragestellung. Es gilt das
folgende Lemma, welches uns wichtige Eigenschaften der Wasserstein-Metrik bereitstellt
und unter anderem ihren Namen begrindet.

Bemerkung 2.3.1. (i) Wir statten den metrischen Raum X x X mit der Metrik definiert

durch dx((xla'x?)v (ylayQ)) = \/d(x17y1)2 + d(x27y2)2 far (1'1,113'2), (y17y2) € X x X
aus. Danniist (X x X, dy) ebenso ein vollstandiger metrischer Raum.

(i) Far zwei gegebene MaBe u,v € Po(X) gilt stets II(u, ) # (. Denn zu den Wahr-
scheinlichkeitsmaf3en p und v wahlen wir das Produktmal3 i ® v, dann ist dieses Maf3
ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 und es qilt

/XXX dx((2,y), (z0,50))’d (n® V) (2,) = /

Xd(x,xo)Qdu(x)+/ d(y, yo)*dv(y) < oo,

X

wobei xg, yo € X nach der Definition von Py(X’) so gewahlt werden, dass die Terme
auf der rechten Seite in obiger Gleichung endlich sind. Das Produktmalf3 erflllt per
definitionem die Eigenschaft, dass (1 ® v)(A x X) = pu(A)v(X) = u(A) und (p ®
v)(X x A) =v(A) fir alle A € B(X) ist. Dies zeigt u @ v € II(u, v).

Lemma 2.3.2. Unter den obigen Voraussetzungen ist das Paar (P, (X), W;) ein separabler
vollstandiger metrischer Raum.

Beweis. Einen Beweis dieser Aussage findet man in [LNO9, Theorem 2.10] mit der Bemer-
kung, dass ein separabler vollstdndiger metrischer Raum ein Beispiel fir einen polnischen
Raum ist. O

Definition 2.3.3 (Relative Entropie). Fir ein gegebenes Referenzwahrscheinlichkeitsmal3
v € Py(X) definieren wir die relative Entropie als die Abbildung

H,: AC,(X) — [0,00], H,(11) = / plog pdv.
x

Hier bezeichnen wir mit AC, (X') die Teilmenge aller MaBe in P, (X’), die absolut stetig be-
zuglich v sind und bezeichnen dann mit p = %5 die Radon-Nikodym-Dichte der beiden Maf3e.
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Die Entropie zusammen mit der Wasserstein-Metrik sind der Ausgangspunkt fiir viele sché-
ne Resultate. Zwei davon werden wir hier vorstellen. Wir betrachten die Dirichlet-Energie
E: L*(R") — R U {oo} definiert durch

1 Je Vu(@))?dz :u e WH(R"
5(u):{2fm| u(@)Pde :ue WH(R)
o0 : sonst.

Man kann zeigen, dass die Lésungen der Warmeleitungsgleichung auch Trajektorien des
Gradientenflusses der Dirichlet-Energie sind. Richard Jordan, David Kinderlehrer und Felix
Otto haben erstmals gezeigt, dass man die Losungen der Warmeleitungsgleichung auch als
Gradientenfluss der relativen Entropie auffassen kann. Sie bewiesen in [JKO98] eine Version
des folgenden bemerkenswerten Theorems.

Theorem 2.3.4 (JKO-Theorem). Wir betrachten ein glattes Potential V: R" — [0, 00) und
die zugehérige Fokker-Planck-Gleichung 0,u = div(Vu + uVV'). Dann sind die Lésungen
der Fokker-Planck-Gleichung bei gleichem Anfangswert auch die Trajektorien des Gradien-
tenflusses der freien Energie beziiglich der Wasserstein-Metrik. Die freie Energie ist definiert
durch

O(u) = / ulog(u)dx +/ Vudz
fur geeignete Funktionen u: R™ — R.

Bemerkung 2.3.5. (i) Der Gradientenfluss der Dirichlet-Energie ist wohldefiniert, da wir
uns in einem Hilbertraum befinden. A priori ist in Theorem 2.3.4 jedoch nicht klar, was
man unter einem Gradientenfluss bezlglich einer metrischen Struktur versteht. Darauf
mdchten wir hier nicht ndher eingehen und verweisen fiir eine genauere Behandlung
auf [JKO98] und [Vil09, Kapitel 23].

(i) Betrachten wir in Theorem 2.3.4 den Spezialfall V' = 0, dann erhalten wir eine Aussa-
ge Uber die Warmeleitungsgleichung. Genauer bedeutet das, dass sich die Verteilung
der Wéarme zu jeder Zeit in gewisser Weise in Richtung des stérksten Abstiegs der
Entropie entwickelt. Beachtet man, dass die von uns betrachtete Entropie der nega-
tiven physikalischen Entropie entspricht, stimmt dies mit der physikalischen Intuition
Uberein, dass sich der Verteilung der Warme in Richtung des starksten Anstiegs der
physikalischen Entropie entwickelt.

(iii) Schreiben wir dv = usdz und dp = *“usdx = pv fir p = =, dann gilt

)
oo

H, (1) = / plog(p)dv = /R X log(w)umde — /}R ulog(us)da

n Uso

_ /nulog(u)dw—i—/andx — B(u).
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Das heif3t, die freie Energie ist gleich der relativen Entropie zum Referenzwahrschein-
lichkeitsmal3 dv = u . dz.

2.4 Entropie und untere Schranken an die
Ricci-Krimmung

Eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft der Entropie ist die Verbindung zur Ricci-Krimmung.
Zur Erinnerung wiederholen wir die Definition einer unteren Schranke an die Ricci-Krimmung
und erldutern den Zusammenhang zur Entropie. Sprechen wir im Folgenden von einer rie-
mannschen Mannigfaltigkeit X', so werden wir stets annehmen, dass diese Mannigfaltigkeit
zusammenhangend, vollstandig und endlich dimensional ist. Mit 7, X bezeichnen wir den
Tangentialraum an p € X.

Definition 2.4.1. Sei (X, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit Ricci-Krimmungstensor
Ric,: T,X x T,X — R fur p € X. Wir sagen, die Ricci-Krimmung auf (&X', g) ist von unten
durch A € R beschrénkt, falls fur alle p € X die Ungleichung

Ricp(gvg) Z )\gp(£>€>
far alle § € T, X erfillt ist.

Bemerkung 2.4.2. Wir werden an dieser Stelle nicht ndher auf die Definition und die Eigen-
schaften des Ricci-Krimmungstensors eingehen. Flr eine ausfihrliche Einfihrung verwei-
sen wir auf [Lee97] und [Car13]. Ein tieferes Verstandnis des Ricci-Krimmungstensors ist
nicht notwendig fur die folgenden Ausflhrungen.

Bei bestimmten Anwendungen, unter anderem bei derjenigen, die wir in diesem Kapitel
vorstellen, ist es sinnvoll, nicht das Volumenmaf3 auf der Mannigfaltigkeit X', sondern ein
MaR der Form e~V Vol zu betrachten. In dieser Situation ist eine allgemeinere Definition des
Ricci-Krimmungstensors angemessen. Wir werden hier einen Spezialfall dieses verallge-
meinerten Ricci-Krimmungstensors vorstellen und verweisen fir eine ausfuhrliche Behand-
lung auf [Vil09, Kapitel 14]. Der Unterschied zu der hier vorgestellten Definition ist, dass
die folgende Definition die Dimension der Mannigfaltigkeit auBer Acht I&sst. In den allgemei-
neren Ausfiihrungen in [Vil09, Kapitel 14] betrachtet man einen weiteren verallgemeinerten
Ricci-Krimmungstensor, der auch von der Dimension abhéangt.

Definition 2.4.3. Auf einer riemannschen Mannigfaltigkeit (&X', g), ausgestattet mit dem Re-
ferenzmaB v = e~ Vol fiir ein glattes Potential V: X — R, definieren wir den verallgemei-
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nerten Ricci-Krimmungstensor
Rics, = Ric +V2V.

Hier fassen wir die Hesse-Matrix V2V von V als bilineare reelle Abbildung auf. Wir sagen,
die Ricci-Krimmung auf (X, g, v) ist von unten durch A € R beschrankt, falls fir alle p € X
die Ungleichung

Ricy(£,€) + (V2V(p)E, &) > Agp(€,€)

fur alle ¢ € T,X erfllltist. In diesem Fall sagen wir, dass (X, g, ) die Krimmungsbedingung
CD(\, 00) erflllt.

2.4.1 Funktionalungleichungen

Definition 2.4.4 (Fisher-Information). Zu einem gegebenen Referenzwahrscheinlichkeits-
maf3 v definieren wir die Abbildung I,,: AC),, — R durch die Vorschrift

2
I(pn) = ; @dy.

Dabei bezeichnet p wieder die Radon-Nikodym-Dichte von p bezuglich v.

Theorem 2.4.5. Wir betrachten eine riemannsche Mannigfaltigkeit (X, g). Das Referenz-
wahrscheinlichkeitsmal3 sei von der Form v = e~VVol fir ein V € C?*(X). Erfillt ferner
(X, g,v) die Krimmungsbedingung C' D(\, co) fiir ein A > 0, dann erfiillen alle Wahrschein-
lichkeitsmalBe 1 der Form 1w = pv fiir eine glatte Funktion p: R™ — R die Ungleichung

1 L [ |Vpf
log pdv = H,(p) < —1I,(p) = — dv.
/Xp og pdv (p) < 551 (p) 2)‘//\’ v

Eine Ungleichung dieser Art bezeichnet man auch als logarithmische Sobolev-Ungleichung
mit Konstante \.

Beweis. Einen Beweis und die zugehdrigen Ausfihrungen findet man in [Vil09, Theorem
21.2]. O

Eine Folgerung aus einer allgemeineren Form der obigen logarithmischen Sobolev-
Ungleichung ist das folgende Theorem.

Theorem 2.4.6. Wir betrachten den R™ mit der euklidischen Struktur als riemannsche Man-
nigfaltigkeit ausgestattet mit dem ReferenzwahrscheinlichkeitsmalB dv(x) = usdx flr u., =

10



2 Entropie und ihre Anwendungen

ce”V fir ein glattes Potential V: R® — R und ¢ = |le”V||,!. Wir setzen voraus, dass
(R™, (-,-),v) die Krimmungsbedingung C D(\,cc) fir ein A\ > 0 erfillt. Dann gilt fir jede
glatte Lésung (ut):>o der (FPG) zum Anfangswert u, die Abschétzung

H, (1) < e Hy (o)

fur allet > 0. Hier bezeichnet 11, das Mal3 der Form du; = %umdx = wdz.

Beweis. Wir bemerken, dass fir den R" mit der euklidischen Struktur das Volumenmaf mit
dem Lebesgue-Maf Ubereinstimmt. Dann ist dieses Theorem ein Spezialfall der Aussage (i)
aus [Vil09, Theorem 24.7], wobei K = A\, N = oo und U(p) = plog(p). O

Wir méchten untersuchen, in welchem Zusammenhang dies mit dem Resultat der exponen-
tiell schnellen Konvergenz von Lésungen der (FPG) aus Theorem 2.2.1 steht.

Beweis von Theorem 2.2.1. Wir méchten Theorem 2.4.6 anwenden, dazu miissen wir eine
positive untere Schranke an die verallgemeinerte Ricci-Krimmung finden. Die Bakry-Emery-
Bedingung kontrolliert den Term V2V, ferner ist der Ricci-Kriimmungstensor des R™ mit der
euklidischen Struktur schon konstant gleich 0. Zusammen folgt

Ricy,, = Ric+V?*V = V*V > \1d

und damit erfallt (R™, (-, -), ce=Vdz) die Krimmungsbedingung C'D(\, c0) mit A > 0. Theo-
rem 2.4.6 zeigt dann die exponentielle Konvergenz der Entropie, das heif3t, fur alle t > 0

gilt
H, () < €2 H, (o).

Um daraus eine Schranke fUr ||u; — u« || zu folgern, werden wir wieder die Csiszar-Kullback-
Pinsker-Ungleichung anwenden. Es gilt

H, () = / e log (ﬂ) Usodr = / e log (ﬂ) UsodT —i—/ (—ﬂ + 1) Usod,
denn
/ (—ﬂ—i—l)uo@dx:—/ utd:c+/ Usodr = —1+1=0.
n uoo n n

Folglich haben wir auch eine Abschatzung an die Entropie aus Abschnitt 2.2 mit der Funktion
o(x) = xlog(x) — x + 1. Auf diese kdnnen wir die Csiszar-Kullback-Pinsker-Ungleichung
anwenden und erhalten

lue — uoollZ < 2H (uy) = Hy(ne) < 2H (po)e™",

11



2 Entropie und ihre Anwendungen

die gewlnschte Ungleichung. O

Bemerkung 2.4.7. Es stellt sich die Frage, welche der beiden vorgestellten Beweisarten von
Theorem 2.2.1 mehr Vorteile mit sich bringt. Interessant ist vor allem, welche dieser Tech-
niken auch im diskreten Fall zu Ergebnissen fuhrt. Der zuerst vorgestellte Beweis I&sst sich
nicht direkt auf den diskreten Fall anwenden, da der Beweis auf Resultaten der kontinuier-
lichen Differentialrechnung basiert. Eine Kettenregel gibt es flir die diskreten Differenzen in
dieser Form nicht. Ein Vorteil des Beweises mithilfe der Theorie des optimalen Transports
ist seine Allgemeinheit. So ist Theorem 2.4.6 auch gultig fur allgemeinere Mannigfaltigkei-
ten und die Fokker-Planck-Gleichung auf diesen. Ferner kann man mithilfe dieser Theorie
auch Aussagen zur Optimalitat der Konvergenzkonstanten treffen. Eine weitere schéne Ei-
genschaft ist, dass sie viele Ansatzpunkte fir eine Verallgemeinerung auf metrische Raume
gibt. Wie bereits erwahnt, lasst sich diese Theorie jedoch nicht ohne Weiteres auf den dis-
kreten Fall anwenden. Die Frage, warum dies nicht geht, werden wir im nachsten Abschnitt
beantworten.

2.4.2 Ricci-Krimmung auf metrischen MaBraumen

Definition 2.4.8. Ein metrischer Raum (X, d) heif3t geodatisch, falls fir alle zy, z; € X eine
Kurve v: [0, 1] — X mit vy = 2o und 7, = z; existiert, die flr alle s, ¢ € [0, 1] die Gleichung

d(Ve,7s) = [t — s|d(zo, 1)
erfllt. Eine solche Kurve nennen wir eine Geodate mit konstanter Geschwindigkeit.

Beispiel 2.4.9. (i) Jede vollstdndige und zusammenhangende riemannsche Mannigfal-
tigkeit ist, ausgestattet mit dem riemannschen Abstand nach dem Hopf-Rinow-Theorem,
ein geodatischer metrischer Raum.

(ii) Ist (X,d) ein geodéatischer Raum, dann ist auch der metrische Raum (Py(X), Ws)
geodatisch. Fur einen Beweis verweisen wir auf [Vil09, Kapitel 7].

Theorem 2.4.10. Sei A € R und (X, g,v) eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit Referenz-
mafB v = e~V Vol. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) Es gilt Ricse, > A auf X.

(i) Fir alle WahrscheinlichkeitsmalBe i, 111 € P2(X') existiert eine W,-Geodéte mit kon-
stanter Geschwindigkeit i: [0, 1] — P2(X), sodass fir alle t € |0, 1] die Ungleichung

H (1) < (1= 0)H (10) + 1H, () — 31(t = 1) Wa(pao, n)?

12
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erflillt ist.

Beweis. Dieses Theorem ist ein Spezialfall von [Vil09, Theorem 17.15] mit N = oo und
U(p) = plog(p). Wir bemerken, dass die Aussage (ii) in obigem Theorem, unter Verwendung
von [Vil09, Definition 16.5] und der dort nachfolgenden Bemerkung, der Aussage (ii) in [Vil09,
Theorem 17.15] entspricht. O

Bemerkung 2.4.11. Im Spezialfall V' = 0 liefert Theorem 2.4.10 eine Charakterisierung von
unteren Schranken an die Ricci-Krimmung aus Definition 2.4.1. Fir die Formulierung der
Bedingung (i) in Theorem 2.4.10 bendtigt man die riemannsche Struktur der Menge X'. Fir
die aquivalente Bedingung (i) reicht schon eine Metrik auf X sowie ein Referenzmaf. Diese
Beobachtung ist eine geeignete Méglichkeit, um einen synthetischen Begriff von Schranken
an die Ricci-Krimmung auf mit einem Borelmaf ausgestatteten metrischen Rdumen, den
sogenannten metrischen Maf3raumen, zu definieren.

Definition 2.4.12. Sei (X, d,v) ein separabler metrischer MaBraum. Wir sagen, die Ricci-
Krimmung von (X, d, v) ist von unten durch A € R beschrankt, falls alle Wahrscheinlich-
keitsmaBe g, 111 € P2(X) durch eine Geodate mit konstanter Geschwindigkeit x: [0, 1] —
P, (X') verbunden werden kdnnen, entlang welcher die Ungleichung

Hy ) < (1= 0)H, o) + 1H, (1) = 31(t —~ 1)Wa(yi, )

fur alle t € [0, 1] erfullt ist. In diesem Fall schreiben wir Ric = Ric(X, dv) > A.

Lemma 2.4.13. Sei (X, d) ein diskreter metrischer Raum. In diesem Fall ist jede Geodate
mit konstanter Geschwindigkeit bezliglich der Wasserstein-Metrik 175, schon konstant.

Beweis. Sei i [0,1] — P2(X) eine Geodate mit konstanter Geschwindigkeit, das heif3t, es
gelte W (e, pis) = |t —s|Wa(uo, pn) fir alle s, t € [0, 1]. Wir wéhlen ein a € X und betrachten
fur t € [0,1] die Abbildung «a(t) := [w]({a}). Da X diskret ist, existiert ein ¢ > 0, sodass
d(a,y) > e fur alle y € X \ {a} ist. Zu gegebenen s,t € [0,1], sei I" € TI(us, i) €ine
beliebige Kopplung. Das heit, es gilt ['(A x X') = pus(A) sowie I'(X x A) = 1;(A). Da T
eine Kopplung ist, gilt [, , d(z,y)*dl'(x,y) < co. Unter diesen Voraussetzungen folgt

/”d@:ydrxy S dle )T} x o)) = 33 e, )*T({e} % {u})

T,yeX reX yeX

y#T
> 23N T({r} x {y}) > 2> T({a} x {y})

=" (P({a}x &) —T({a} x{a})) = & (F({a} x X) = I'(X x{a}))

13
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=" (a(s) — a(t))

unter anderem aufgrund der Nichtnegativitat der Kopplung I'. Wenden wir in der zweiten
Gleichung den Satz von Fubini an, dann erhalten wir

Lwy@y%rxy SO dlw ) T} x o) = 303 dle, 9)*T({a} % {u})

=SS dey) T} x fy) 2 23S T({a) x {y})
> 23 T({a} x {a}) = £ (N(X x {a}) — ({a} x {a}))
oet

> & (D(X x {a}) — T({a} x X)) = £ (a(t) - a(s)).

Insgesamt folgt fiir feste s, ¢ € [0, 1] und jede beliebige Kopplung I' € I1( s, 114)

[;Xﬂ%w%T@w)ZdMQ—a@H

und damit auch

Waluhn0) = int ([ dparea)) 2 eVl - ati]

Tell(p(s),u(t))

Unter Verwendung der konstanten Geschwindigkeit der Geodate p erhalten wir

als) = a(0)] < 5 Walp(s), pl1))? = ls — o

das heiBt, die Abbildung [0,1] — R, «a(t) = u(z) ist Holder-stetig mit Exponent 2. Jede
solche Abbildung ist schon konstant. Da a € X" beliebig war, ist 1, konstant und somit ist
jede Geodate schon konstant. ]

Bemerkung 2.4.14. Wir sehen, dass wir die Theorie des optimalen Transports nicht di-
rekt auf das diskrete Setting anwenden kdénnen, um etwa Aussagen Uber die Konvergenz
der Entropie mittels der verallgemeinerten Ricci-Krimmung treffen zu kénnen. Diesem De-
fekt werden wir uns in den Kapiteln 4 und 5 widmen und ihn mittels einer neuen diskreten
Wasserstein-Metrik beheben.
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3 Markov-Halbgruppen

3.1 Eine kurze Einfuhrung

In diesem Abschnitt geben wir eine Einfihrung in die Theorie der Markov-Halbgruppen auf
einem messbaren Zustandsraum (X', ¥). Wir orientieren uns dabei vor allem an [BGL14].
Wir werden sehen, in welchem Zusammenhang Markov-Halbgruppen und die sogenann-
ten Markov-Prozesse stehen. Fir eine Definition dieser Markov-Prozesse verweisen wir auf
Kapitel A des Anhangs. Genauer werden wir zeigen, dass eine Markov-Kette, das heif3t
ein Markov-Prozess, der nur abz&hlbar viele Werte annimmt, unter bestimmten Vorausset-
zungen mit einer Markov-Halbgruppe identifiziert werden kann. Die Theorie der Markov-
Halbgruppen steht in engem Zusammenhang zur Warmeleitungsgleichung auf Graphen.
Diesen Zusammenhang werden wir in Abschnitt 3.3 genauer studieren. In Abschnitt 3.4 stel-
len wir vor, wie eine diskrete Fokker-Planck-Gleichung aussehen kénnte.

Definition 3.1.1 (Markov-Operator). Sei (X, ) ein messbarer Raum. Ein linearer Operator
P: My(X,X) - M,(&X, X) heiBt Markov-Operator, falls die folgenden Eigenschaften erfillt
sind.

(i) Die Funktion1: X — R, = — 1 erflllt P1 = 1. (Markov-Eigenschaft)
(i) Ist f > 0, dann folgt Pf > 0. (Positivitat)

Wir méchten an dieser Stelle einige Eigenschaften von Markov-Operatoren vorstellen.

Lemma 3.1.2. Jeder Markov-Operator ist ein stetiger linearer Operator auf dem Raum der
messbaren beschrankten Funktionen M, (X, ¥), ausgestattet mit der Supremumsnorm.

Beweis. Sei P ein Markov-Operator und f: X — R messbar mit ||f||. < 1. Teile f in
Positiv- und Negativteil auf, das hei3t, f = f,. — f_ flir messbare Funktionen f, > 0 und
f— > 0. Unter dieser Zerlegung gilt sowohl (1 — f,) > 0 als auch (1 — f_) > 0 und folglich
P(1 — f+) > 0sowie P(1 — f_) > 0. Aus der Linearitat folgt dann

—1=-P(1) <-P(f) < P(fy) - P(J-) = P(f) < P(fy) < P(1) = 1,
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3 Markov-Halbgruppen

da P(fy) > 0und P(f-) > Oist. Somit gilt || P f||c < 1furalle f € My(X,%) mit || f|loo <1,
dies zeigt die Stetigkeit des Markov-Operators P. ]

Lemma 3.1.3. Sei P: M, (X, %) — M,(X, X) ein Markov-Operator und ¢: R — R konvex.
Dann gilt fur alle f € M, (X, ¥) die Ungleichung

p(Pf) < P(e(f)).

Beweis. Wir zeigen die Aussage zunachst flr Treppenfunktionen. Seien A,,... A, € ¥
eine disjunkte Zerlegung von X. Wir betrachten f von der Form f = >  «;1 4, fir Kon-
stanten ay,...,a, € R. Furalle i € {1,...,n} folgt aufgrund der Positivitat aus 14, > 0
auch P(14,) > 0. Weiter gilt >, P(14,) = P(>_;_, 14,) = P(1) = 1 als Konsequenz der
Linearitat und der Markov-Eigenschaft. Sei z € X, dann gilt fir &, := [P(14,)] (x)

> o [P(14)] (2) Sas) S &)
(PPN (1) = | Fs ¢ z : < E— = [P(e())] ()

nach der Jensenschen Ungleichung. Sei nun f € M,(X,X) beliebig, dann existiert nach
Satz C.0.1 eine Folge von Treppenfunktionen (¢, ).cn, die gleichmaBig gegen f konvergiert.
Dann folgt die Behauptung aus der Stetigkeit von P und aus der Stetigkeit konvexer Funk-
tionen zusammen mit obiger Ungleichung fur Treppenfunktionen. Genauer gilt auf X

o(Pf) = (P lim t,) = lim o (Pt,) < lim P(p(t,) = P(e(f).

n—oo n—0o0

Diese Ungleichung zeigt die Behauptung. ]

Beispiel 3.1.4 (Markov-Ketten Teil 1). Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir be-
trachten eine zeithomogene Markov-Kette (X;);>o auf einem hdchstens abzahlbar unend-
lichen Zustandsraum (X', %) der Form X = {z;: ¢ € N}. Firi,57 € N, s > 0undt > 0
definieren wir die Zahlen

pe(i,J) = P(Xope = 5 X = @) = P(Xy = 2| X0 = ;) > 0.
Die zweite Gleichung gilt nach Definition A.0.7, da die Zahlen p(i, 7) nicht von s abhangen.

Diese (unendliche) Matrix spielt eine wichtige Rolle in der Analyse von Markov-Ketten. Wir
definieren fir ¢t > 0 den Operator

P(t) : Mp(X, %) = My(X, %), [P(t)f](x:) = Zpt(i,j)f(xj)-
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Dann ist P(t) fur jedes t > 0 ein wohldefinierter Markov-Operator. Ferner gilt P(0) = Id.

Beweis. Wir betrachten zunachst die Funktion 1: X — R, x — 1, dann gilt fir € N

Zpt Z ] Zpt { ] (U{Xt = xj} Xo = xz)

= P(Xt S X|X0 = .TZ) =1.
Dies zeigt die Markov-Eigenschaft des Operators P(t). Sei f € M,(X,X), dann gilt fir
1 €N

|[P(6) f1(2)] < Zpt(m)lf(xj)l < HfHooZpt(i,j) = [ flleo

und folglich ist P(t) f eine beschrénkte Funktion. Ferner ist P(t) f als punktweiser Grenzwert
messbarer Funktionen wieder messbar. Insgesamt ist P(t) f € M,(X, X). Die Linearitat der
P(t) ist die Konsequenz der Linearitdt der Summe und des Grenzwerts. Wahlen wir ein
beliebiges f € M,(X,X) mit f > 0, dann gilt fir i € N

(POf)() = lm > pli ) f () > 0.

dap.(i,j) > 0furallei,j € Nundt > 0 ist. Insgesamt folgt, dass P(t) ein Markov-Operator
ist. Betrachte nun P(0), es gilt firi,j € N

po(i, j) = P(Xo = 2| Xo = ;) = 0y
und folglich ist P(0) = Id. O

Definition 3.1.5 (Invariantes MaB). Ein o-endliches Maf p auf (X', X) nennen wir invariantes
MaB zur Operatorenfamilie (P(t)):>, falls fir alle ¢ > 0 und fir alle f € M,(X,%)

| Posan= [ san

Bemerkung 3.1.6. Sei 1 ein invariantes MaB3 zur Operatorenfamilie (P(t));>ound 1 < p <
oo. Wahlen wir in Lemma 3.1.3 die konvexe Funktion ¢(x) = |z|P, dann folgt

gilt.
\P()fIE /w ww</[wwmwaQWMZW%
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fur alle f € M,(X,X), da u ein invariantes MaB ist. Es liegt M, (X, X)) dicht in L”(u) be-
zlglich der || - ||z» Norm und folglich kénnen wir P(¢) zu einer Kontraktion auf L? fir alle
1 < p < oo fortsetzen.

Definition 3.1.7 (Markov-Halbgruppe). Sei (X, ¥) ein messbarer Raum und (P(t)):>o eine
Familie von linearen Operatoren auf den beschrankten messbaren Funktionen. Sei p ein
invariantes Maf3 zu (P(t)):>o. Die Familie (P(t));>o heiBt Markov-Halbgruppe, falls sie die
folgenden Eigenschaften erfullt:

(i) P(t)istfur jedes t > 0 ein Markov-Operator. (Markov-Eigenschaft)
(i) Esgilt P(0) = Id. (Anfangsbedingung)
(i) Foralle s, t > 0gqilt P(s+t) = P(s)P(t). (Halbgruppeneigenschaft)
(iv) Esgilt 11_1}5 P(t)f = fin L?(u) fur alle f € L*(p). (Cy-Eigenschaft)

Bemerkung 3.1.8. Meistens wird im Rahmen der Definition einer Markov-Halbgruppe noch
eine Bedingung an den messbaren Raum (X, X) gestellt. Wir werden in dieser Ausfiihrung
auf diese Bedingung verzichten. Das hat den Grund, dass wir in den folgenden Kapiteln nur
endliche Mengen X untersuchen werden. Bei diesen Mengen missen wir uns nicht mit der
Regularitat des messbaren Raums beschéftigen.

Beispiel 3.1.9 (Markov-Ketten Teil 2). Die Operatorenfamilie (P(t));>o zu einer Markov-Kette
aus Beispiel 3.1.4 erfillt die Halbgruppeneigenschaft. Das heiB3t, fir alle s,¢ > 0 gilt P(s +
t) = P(s)P(t).

Beweis. Seien s,t > 0 beliebig. Wir betrachten i, j € N, sodass P(X, = i) > 0 gilt, denn
sonst ist nichts zu zeigen. In dieser Situation gilt die Gleichung

D i k)pi(k, ) = D PUX, = s} {Xo = 2 )P X, = 2;}{Xo = 21})

keN keN

= ZP({XS = 2} {Xo = 2 })P{ Xspr = xj}’{Xs = Ty })
keN

=Y P{{X, = 2 }{Xo = 2 P Xopr = 15 {Xs = 1} N {Xo = 2,})

-y PH{Xs = 2} N {Xo = 2:}) P({Xore = 23} N {Xs = 2} N {Xo = 23})
= P({Xo = z:}) P({X, = 2} N { X = z;})

_ e PAX e = 25} N {Xo = 23} N {X, = 2. })

- ,CGZN P({Xo = x:})

P Xep =N {Xo = 23}) B B B o

= +IP’({X0 — ) =P({Xss = xj}|{Xo = 2i}) = Psre(i, 7).
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Dabei betrachten wir in den Summen nur die k£ € N, fur die P({X; = k} N {Xo =¢}) > 0
gilt. In der dritten Zeile verwenden wir die Markov-Eigenschaft der Markov-Kette und in der
sechsten Zeile benutzen wir die o-Additivitdt von P. Obige Gleichung wird auch Chapman-
Kolmogorov-Gleichung genannt. Ist f € M,(X,¥) und ¢ € N, dann folgt

[P(s)P(t) f1(x:) = (Zps(i,k) <Zpt(k7j)f<xj>>) =D > pilisk)pe(k, 5) f ()

keN JEN keN jeN
=D > pulis K)ok, ) f () = D fla) Y po(i k)pe(k, )
JEN keN JEN keN
= Zps+t(i7j)f(xj) = [P(s+t)f](z:)
JEN

und somit die Behauptung. Hierbei rechtfertigt die Endlichkeit der letzten Summe die Ver-
tauschung der Summationsreihenfolge nach dem Satz von Fubini. O

Beispiel 3.1.10 (Markov-Ketten Teil 3). Wir betrachten die Familie (P(t));>o der Operatoren
zu einer Markov-Kette wie in Beispiel 3.1.4. Wir werden zusétzlich annehmen, dass der
Zustandsraum X endlich ist, das hei3t, X = {zy,...,z,}. Unter diesen Voraussetzungen
gilt li_r)%pt(z’,j) = ¢;; fur alle i,j € {1,...,n}. Insbesondere folgt, dass (P(t)):>o eine Cop-
Halbgruppe auf (M;,(X, Z(X)), || - |) ist.

Beweis. Wir betrachten firi € {1,...,n} und [ € N die Mengen

1
Al l) = {w € Q: Ity € {O, 7} , sd. fir den in &; € X startenden Pfad t — X, gilt X, (w) = 51-} .

Es qilt A(:,1) C A(i, k) fur alle | < k und zuséatzlich Q = U A(1,1) aufgrund der rechts-

seitigen Stetigkeit der Pfade sowie der Diskretheit von X. Aus der Stetigkeit von MafR3en
bezlglich Ausschépfungen folgt damit

lim P(A(i,1)) =

l—o0
Es gilt P(A(i,n)) < p,(4,7) fur alle t < 1 und folglich ist lim+pt(z',i) = 1. Seiennun i,j €
t—0

{1,...,n} und i # j, dann gilt > p;(¢,k) = 1 und zusammen mit p,(i,j) > 0 folgt 0 <
k=1
pe(i,5) < 1—p(i,q) fur alle ¢ > 0. Damit ist

0< lim p,(3,7) <1~ Hm p(i, ¢) = 0.
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Da X endlich ist, ist die Konvergenz in M, (X, (X)) &quivalent zur punktweisen Konver-
genz. Dies zeigt die Behauptung. O

Wir haben gesehen, dass die Operatorenfamilie (P(t));>o zu einer Markov-Kette eine Cp-
Halbgruppe definiert. Unser néchstes Ziel ist es zu zeigen, dass diese Operatorenfamilie,
unter gewissen Voraussetzungen, auch eine Markov-Halbgruppe im Sinne der Definition
3.1.7 ist. Es fehlen dazu ein passendes invariantes Maf3 1 und die Stetigkeit in 0 bezlglich
der Ly(u) Topologie. Dazu werden wir ein neues Objekt, die sogenannten Markov-Kerne,
einfihren und untersuchen.

3.2 Markov-Tripel

Konvention: Zu einer gegebenen endlichen Menge X wahlen wir die Potenzmenge als o-
Algebra. Wir méchten weiter annehmen, dass X mit einer nicht ndher spezifizierten Metrik
d ausgestattet ist. Es gelte X = {z1,...,x,} flr x; # z;, falls i # j ist, das heiBt, es ist
insbesondere #X = n. Jede lineare Abbildung Q auf dem Raum R? identifizieren wir mit
der Darstellung als Matrix zur Basis (1,3, - . ., 1{,}). Die Eintrage dieser Matrix bezeichnen
wir mit Q(7, j) fr i, j € {i,...,n}. Oft schreiben wir auch Q(x, y) fir z, y € X und definieren
My(X) = My(X, 2(X)).

Bemerkung 3.2.1. Man kdnnte anstelle von einer beliebigen endlichen Menge & auch die
Menge der natirlichen Zahlen {1, ..., n} betrachten. Wir werden meistens jedoch die Nota-
tion X verwenden, um zu unterstreichen, dass X auch noch mehr Struktur besitzen kann.
So werden wir zum Beispiel den Fall untersuchen, in dem die Menge X’ die Menge der Ecken
eines Graphs ist.

Definition 3.2.2 (Markov-Kern). Wir nennen eine Matrix () € R"*" Markov-Kern auf X, falls
sie die folgenden Eigenschaften erfullt:

(i) Esgilt Q(i,5) > Ofiiralled,j € {1,...,n} miti# j.

(ii) Die Gleichung 3" Q(i,7) = O gilt fiiralle i € {1,...,n}.
j=1

Beispiel 3.2.3 (Markov-Ketten Teil 4). Wir betrachten die Cy-Halbgruppe aus Beispiel 3.1.4
auf einem endlichen Zustandsraum X. Dann ist aufgrund der endlichen Dimension von
M, (X) die Familie (P(t)):>o eine normstetige Halbgruppe. Jede normstetige Halbgrup-
pe (P(t)):>o ist schon von der Form P(t) = €' fir einen beschrankten linearen Ope-
rator Q: M,(X) — M,(X). Einen Beweis fir diese Argumentation findet man zum Bei-
spiel in [ENO06, Kapitel 1]. Der Operator ) ist der Generator der Cy-Halbgruppe. Seien
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i,7 € {1,...,n} beliebig, dann existiert der Grenzwert

o POy — Ty
Qi j) = [Qﬂ{%‘}](mi) - ;}g& h

Ist i = j, dann gilt

.. . ph(ia 2) —1
= 1 _—
Q,4) = lim ——
und es ist (G, 7)
.. . Pr(?,)]
f— 1 ——
QG 5) = lim =

flr ¢ # j. Dabei verwenden wir, dass die Punktauswertung aufgrund der endlichen Dimensi-
on stetig ist. Die Matrixdarstellung von @) ist ein Markov-Kern.

Beweis.

(i) Seieni,j € {1,...,n} sowie i # j, dann gilt

=1 >0
Qi j) = lim === >0,
denn nach Definition ist py,(i,7) > 0 flrallei,j € {1,...,n} und alle h > 0.

(i) Seii € {1,...,n}. Wie in Beispiel 3.1.4 gezeigt wurde, gilt flr jedes ¢ > 0 die Glei-
chung 2?21 pe(i, 7) = 1. Die rechtsseitige Differentiation beider Seiten in 0 liefert dann

ZQ(@'J) = 0.

O]

Das folgende Lemma gibt eine Charakterisierung des invarianten MaBes einer Markov-
Halbgruppe. Diese Charakterisierung wird bei der Suche nach einem invarianten Maf3 zu
einer Cy-Halbgruppe hilfreich sein.

Lemma 3.2.4. Sei (P(t)):>0 eine Markov-Halbgruppe auf dem Raum M, (X’) mit Generator
@ € R™™ und sei u ein Mal3 auf X', dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

(i) pisteininvariantes Maf3 zur Operatorenfamilie (P(t)):>o.
(i) Esqilt [, Qfdp = 0firalle f € My(X).
(i) Fassen wir das MaB . als Vektor des R™ auf, dann gilt 7@ = 0.
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Beweis.

(i) = (ii) Sei p ein invariantes Maf, dann gilt fiir jede Funktion f € M, (X)

(if) = (iii):

(iii) = (i):

[ Posan= [ sau

und folglich fir jedes t > 0 auch
P _
/ PO =g, o
X t

Es konverglert gegen Qf furt — 0" und folglich gilt auch

[ PO T PO)f—f.
[ oro- / OISy [ PO =Ly o

Dabei ist das Vertauschen der Grenzwerte aufgrund der Endlichkeit von X' ge-
rechtfertigt.

Angenommen, es gilt [, Qfdu = 0 fir alle f € M (X). Fir f = 1,y mit j €
{1,...,n} kénnen wir dies aufgrund der Endlichkeit von X" auch als

n

0= Z[Q]l{xj J(@i)u({zi}) ZZQ i k)ojp{ai}) ZM {2:})Q

i=1 i=1 k=1

schreiben. Ein Maf3 1 auf der endlichen Menge X ist eindeutig durch die Zahlen
wi = p({x;}) bestimmt. Bezeichnen wir mit = (u1,...,u,)" und identifizieren
wir die lineare Abbildung @ mit ihrer Darstellung als Matrix, dann gilt 7' Q = 0.

Gilt ' Q = 0, dann folgt unter Verwendung der Generatoren-Eigenschaft %P(t) =
Q) P(t) die Gleichung

rd d

0=p' QP(t) = p" L P(t) = ZuP(1).

Aus diesem Grund ist 7 P(t) ein konstanter Vektor. Es ist P(0) = Id und deshalb
folgt u” P(t) = pu* furalle t > 0. Sei j € {1,...,n}, dann folgt

| PO = s DIP@GD = ut{ah) = [ Lds

fur alle t > 0. Fir ein beliebiges f € M, (X) folgt dann aufgrund der Linearitét des
Integrals und der P(t) sowie obiger Gleichung fX t)fdu = fX fdufarallet > 0.
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Dies zeigt die Invarianz des Maf3es .
O

Theorem 3.2.5. Ein Markov-Kern induziert iiber die Zuordnung P(t) = €!? eine Markov-
Halbgruppe. Ferner ist jede Markov-Halbgruppe auf einem endlichen Zustandsraum schon
von dieser Form. Insbesondere existiert zu jedem Markov-Kern ein invariantes Maf3.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass die Operatorenfamilie (P(t));>o die Halbgruppenei-
genschaft erfillt. Auch die Anfangsbedingung P(0) = Id ist erfillt. Es gilt ferner

X 4kNk X skNk
t
- 9
k! k!

k=0 k=1

1=1,

denn Q¥1 = 0 fur alle & > 1. Wir widmen uns jetzt der fehlenden Eigenschaft (iv) der
Definition einer Markov-Halbgruppe. Dazu bendtigen wir ein invariantes Maf3 i auf X'. Wah-
ist, insbesondere ist auch A’ nichtnegativ. Mit dieser Wahl von « gilt A(i, j) € [0,1] far al-
le i,7 € {1,...,n}. Die Matrix A ist zeilen-stochastisch und somit gilt nach Lemma C.0.3
p(A) = 1, daraus folgt dann p(A') = 1. Aus dem Satz von Perron-Frobenius C.0.2 folgt,
dass ein u > 0 existiert, sodass A’y = p(A")u = u gilt. Nach der Definition von A gilt
dann schon Q' = 0. Der Vektor p ist nichtnegativ und definiert folglich ein MaB auf X'. In
Lemma 3.2.4 haben wir gezeigt, dass die Bedingung /@) = 0 fur die Invarianz des MaBes
hinreichend ist. Es wurde bereits gezeigt, dass (P(t));>o eine Cy-Halbgruppe auf M, (X) ist.
Betrachten wir nun den Raum Ly(X') und sei f € Ly(X'), dann gilt

lim [|P(t)f = flla < lim | P(t)f = flloeu(X) = 0.
Es folgt die Behauptung. Wir kénnen sogar p als Wahrscheinlichkeitsmaf3 wéahlen, dazu

normieren wir den zugehdrigen Vektor in der || - ||[; Norm.

Sei nun (P(t)):>0 eine Markov-Halbgruppe, dann ist aufgrund der endlichen Dimension und
der daraus resultierenden Normstetigkeit die Halbgruppe schon von der Form P(t) = €!€ fir
einen linearen Operator Q): M;,(X) — M,;(X). Wir missen noch zeigen, dass der lineare
Operator @ ein Markov-Kern ist. Es gilt

Far ¢ # 5 folgt

t—0+ t t—0t t
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als Konsequenz der Positivitat von P(t). Wir haben gezeigt, dass ) ein Markov-Kernist. [

Beispiel 3.2.6 (Markov-Ketten Teil 5). Wir haben bereits gesehen, dass der Generator zu
der Cy-Halbgruppe (P(t));>o einer Markov-Kette ein Markov-Kern ist. Theorem 3.2.5 zeigt
nun, dass es sich bei (P(t)):;>¢ aufgrund der Eindeutigkeit des Generators um eine Markov-
Halbgruppe handelt.

Definition 3.2.7 (Markov-Tripel). Sei X eine endliche Menge und @ ein Markov-Kern mit
zugehdrigem invariantem Maf p. Das Tripel (X, @, 1) nennen wir Markov-Tripel.

Bemerkung 3.2.8. Die Existenz eines invarianten Maf3es zu einem beliebigen Markov-Kern
@ folgt aus Theorem 3.2.5.

Definition 3.2.9. Wir nennen einen Markov-Kern Q) auf X" irreduzibel, falls fir alle verschie-
denen z,y € X ein Pfad © = 7o, ..., v, = y existiert, fir welchen Q(v;,vi+1) > 0 fur alle
1 =0,...,m — 1 gilt. Ein Markov-Tripel hei3t irreduzibel, falls () es ist.

Bemerkung 3.2.10. Ist ein Markov-Kern @ irreduzibel, dann ist auch die zugehdrige Matrix
irreduzibel im Sinne der Definition C.0.4 der Irreduzibilitat von Matrizen.

Lemma 3.2.11. Sei () ein irreduzibler Markov-Kern, dann gilt e/© > 0 fir alle t > 0.

Beweis. Definiere die Matrix K = @ + «Id, wobei a = ma}§<|Q(x,x)| + 1 ist, dann gilt
BAS

K(z,z) > 0furalle x € X. Ferner ist nach der Definition eines Markov-Kerns auch K (z,y) =
Q(x,y) > 0 fir alle = # y. Die Matrix K ist irreduzibel, wir kdnnen also Satz C.0.5 anwen-
den. Folglich existiert ein m € N, sodass K™ > 0 erfilllt ist. Insbesondere gilt ! > 0 fir
allet > 0, denn

K i (tE)" _ K™

o= 0

k=0
Far alle t > 0 folgt

tQ _ _t(K—ald)

e —e — etKefatId — efatetK

> 0.

O]

Lemma 3.2.12. Sei (X, Q, 1) ein Markov-Tripel und p eine Wahrscheinlichkeitsdichte be-
zuglich 7, das heif3t, es gilt p > 0 und fX pdm = 1, dann ist auch e'?p eine Wahrscheinlich-
keitsdichte fur alle t > 0.
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Beweis. Wir haben gesehen, dass ¢'? eine Markov-Halbgruppe ist, dies zeigt e!¢p > 0 fur
alle t > 0. Fur beliebiges t > 0 gilt

/etdeﬂ':/pdﬂ'Zl
X X

aufgrund der Invarianz des MafB3es 7. Dies zeigt die Behauptung. O
Lemma 3.2.13. Zu einem irreduziblen Markov-Kern auf einem endlichen Zustandsraum X

existiert ein eindeutig bestimmtes, positives und invariantes Maf3.

Beweis. Wie bereits gesehen, gilt bei einem irreduziblen Markov-Kern ¢'@ > 0 fir alle t > 0.
Insbesondere gilt fr festes ¢ > 0 die Ungleichung 0 < m(t) := min, ,ex[e'?](x, y). Theorem
3.2.5 zeigt die Existenz eines nichtnegativen invarianten MaB3es p auf X'. Angenommen, es
gilt u({z}) = 0 fir ein z € X, dann folgt

= pu({z}) =Y [ y)uy}) = mt) Y p({y}) = m(t) >0,

yeX yeX

dies ist ein Widerspruch. Wir schlieBen die Positivitdt des MaBes ;. Nehmen wir an es
existieren zwei verschiedene invariante MaBe y; und po. In diesem Fall gilt ple!@ = pt fur
1 = 1,2 und es folgt

DS m{yheCy,x) =D m{a}) =1=> m{z}) =D > m{yhe(y, ).

reX yeX zeX reX rzeX yeX

Subtraktion der rechten von der linken Seite obiger Gleichung liefert

0=> > (u{y}) — n{y}) [y, ).

reX yekX

Es ist [e!?](y,x) > 0 fur alle z,y € X und somit muss schon p1({y}) — pua({y}) = 0 fir alle
y € X gelten. Dies zeigt die Eindeutigkeit des invarianten Maf3es. O

Definition 3.2.14 (Reversibilitat). Sei () ein Markov-Kern und 7 ein Maf3 auf X'. Wir nennen
7 reversibel, falls fur alle x,y € X die Gleichung

m({2H)Q(x,y) = 7({yHQ(y, )

erfdllt ist. Diese Gleichung nennt man auch die Bedingung des detaillierten Gleichgewichts.

Lemma 3.2.15. Sei 7 ein reversibles Mal3 zu einem Markov-Kern @), dann ist = auch ein
invariantes Maf zur Operatorenfamilie (e?);~q. Ein Markov-Tripel (X, Q, 7) heift reversibel,
falls 7 es ist.
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Beweis. Sei x € X. Wir summieren die Reversibilitatsbedingung Uber y € X, dann folgt

0=n({z}) ) Qz.,y) =Y 7({z})Q(z,y) = Y 7({y}Qy. ) = [r'Ql(x).

yeX yeX yeX

Mit Lemma 3.2.4 folgt die Invarianz des Mal3es . O

3.3 Geometrische Interpretation

In diesem Abschnitt werden wir vorstellen, wie man die Markov-Halbgruppen geometrisch in-
terpretieren kann. Wir werden untersuchen, in welchem Zusammenhang die Markov-
Halbgruppen und die Warmeleitungsgleichung auf Graphen stehen.

Definition 3.3.1. Sei V' # () eine Menge sowie £ C V x V. Wir nennen das geordnete
Paar (V, E) einen Graphen. Gilt (x,y) € E genau dann, wenn (y,z) € E, dann nennen
wir den Graphen ungerichtet. Der Graph hei3t endlich, falls V' eine endliche Menge ist. Ist
(x,y) € E, so schreiben wir z ~ y.

Bemerkung 3.3.2. Man kann die Menge der Kanten eines Graphen auch durch eine Abbil-
dung charakterisieren. Wir definieren dazu

w(a ):{1 c(z,y) €EF
0 @ ¢ R,

dann gilt offensichtlich w(x,y) = 1 genau dann, wenn (z,y) € E ist. Man kénnte die Werte
der Funktion w als Gewichte der Kanten interpretieren. In unserem Fall hatte jede Kante
das Gewicht 1. Interessant sind vor allem Graphen, bei denen die Kanten unterschiedlich
gewichtet sind. Dies fuhrt zu der folgenden Definition.

Definition 3.3.3. Ein ungerichteter Graph (V, E) heif3t gewichtet, falls eine Abbildung w: V' x
V — R existiert, sodass fur alle verschiedenen =,y € V das Paar (z,y) genau dann eine
Kante ist, falls w(x,y) # 0 gilt. Den Wert w(x, y) nennen wir das Gewicht der Kante (z, y).
Fur einen solchen Graphen schreiben wir abkirzend auch (V, £, w).

Definition 3.3.4. Ein Graph heif3t zusammenhangend, falls es fiir alle =,y € V einen Pfad
gibt, der diese beiden Punkte verbindet. Genauer existieren Kanten (i, vit+1)i=o,..m—1 C E
derart, dass vy = x und ~,,, = y gilt.

Konvention: Wir werden in der folgenden Ausfiihrung lediglich nichtnegativ gewichtete un-
gerichtete endliche Graphen (V, £/, w) betrachten. Ferner setzen wir zusatzlich voraus, dass
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w(z,z) = 0 fur alle x € V ist. Fur einen solchen Graphen gilt w(z,y) = w(y,z) fur alle
x,yeV.

Definition 3.3.5. Seien ein Graph (V, E') und eine Abbildung 1.: V' — (0, c0) gegeben. Fir
eine beliebige Funktion f: V' — R definieren wir

way — f(x)).

ywx

Die Abbildung A: V® — VR nennen wir den (diskreten) Laplace-Operator auf dem Graphen
(V, E)) zur Funktion .

Definition 3.3.6 (Warmeleitungsgleichung auf Graphen). Sei (V, E) ein Graph. Eine Ab-
bildung u: [0,00) x V' — R heiBt Losung der Warmeleitungsgleichung zum Anfangswert
uy € VR, falls sie

{atu = Au auf [0,00) x V

u(0,x) = ug(x)
erfallt.

Theorem 3.3.7. Sei (X,Q, ) ein reversibles Markov-Tripel, dann definieren wir die Ge-
wichtsfunktion

WX XX SR, wiz,y) = 4 QwyTel) Ay
O L= y
firz,y € X. Das Paar (X,w) ist ein gewichteter ungerichteter endlicher Graph. Der Laplace-

Operator auf (X ,w) zur Abbildung p.: X — R, definiert durch p(x) = w({z}) fir alle x € X,
erfillt die Gleichung

= Qz,y) (f = Qx,y) f(

yeX yeX

firalle f € X% und alle x € X . Dies bezeichnen wir als den Laplace-Operator zur Geometrie
von Q. Ist Q) irreduzibel, dann ist der zugehérige Graph (X, w) zusammenhdngend.

Beweis. Die Funktion w ist nichtnegativ und sie ist symmetrisch als Konsequenz der Rever-
sibilitat. Das zeigt, dass w die Gewichtsfunktion eines ungerichteten Graphs ist. Sei f € AR
und x € X, dann gilt

Af(@) = = 3 () (f0) = 1) = — {2}) > Qerite)) () - 1)
= Q) (f = QY fly) - f(2) D> Qx,y)
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O]

Theorem 3.3.8. Seien ein Graph (V, E,w) mitV = {x1,...,x,} und eine Abbildung p.: V" —
(0,00) gegeben. Wir definieren die Matrix () € R™*™ mit den Eintrdgen Q(i,j) durch die
Vorschrift

N B oE- I
Q(Za.]) = ( 71) i)
M(j’l;z‘)j HEF ]

In diesem Fall ist () ein Markov-Kern auf V. Ferner stimmen die Wéarmeleitungsgleichung
auf dem Graphen sowie das Anfangswertproblem

O = firt >0
= Quflrt 2 (ACP)
u(0) = ug
Uberein. Ist w symmetrisch, dann existiert ein reversibles Mal3 7, gegeben durch
HAT4
w({o) = 40
PINUCH
j=1
firi = {1,...,n}. Ist(V, E) zusammenhdngend, so ist () irreduzibel.
Beweis. Wir zeigen zunachst, dass () ein Markov-Kern auf V ist. Fur i € {1,...,n} gilt
iQ(z i) = i w(wi, ;) i w(x;, x;) () = 0
= ’ st pu(;) 1 pu(;) ’ 7

J#i

denn w(z;, z;) = 0 gilt nach unserer Konvention. Unter der Voraussetzung, dass w nichtne-
gativ ist, folgt auch Q(7, j) > 0 flr alle i # j. Wir haben gezeigt, dass () ein Markov-Kern ist.
Fir die Ubereinstimmung des (ACP) mit der Warmeleitungsgleichung reicht es zu zeigen,
dass Qu = Au fir alle u € VR erfillt ist. Sei v € VR und x; € V, dann gilt

[Qu)(x;) ZQu xj)—u(:ci)ZQ(ij Z@m Z@u

- Z Q(i, j) (u(z; ZQ ) —u(xi)) + QUi i) (u(w;) — u(w;))

J#Z
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= LS ) () — (@) = —— 3wl y) (uly) — ulw:))
,U(QCZ) =1 /L('TZ) g
i
— [Au](a,)

denn es gilt y ~ x; genau dann, wenn w(z;,y) > 0 ist. Die oben definierte Abbildung =
definiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf3, denn es gilt

- ) Do @)
;W<{xl}> - Z?:l ,u(x]) =L

Far ¢ # 7 qilt ferner

() Q ) = <o wm%)) _ w(w, )

SENIED (“(“””” (e ) = S ale)

und so folgt zusammen mit der Symmetrie von w die Reversibilitdt des MaBes 7. Sei nun
V' ein zusammenhéngender Graph. Zu i,57 € 1,...,n existiert dann eine Folge von auf-
einanderfolgenden Kanten, die die Ecken x; und x; verbindet. Anders formuliert, existieren
Yo = TisV1,-- - Ym = x; derart, dass w(v;,viy1) > 0furalle i = 0,...,m — 1 erflllt ist. Da
w(z;) > 0flrallei € {1,...,n} gilt, folgt die Irreduzibilitét des Markov-Kerns. O

3.4 Eine diskrete Fokker-Planck-Gleichung

Wir méchten eine diskrete Fokker-Planck-Gleichung untersuchen. Eine Méglichkeit, eine sol-
che zu erhalten, ist die Diskretisierung der kontinuierlichen Version. Damit wir eine endliche
Diskretisierung dieser Gleichung erhalten, werden wir die Fokker-Planck-Gleichung auf dem
Intervall [0, 1] betrachten. Diese Version der Fokker-Planck-Gleichung und ihr diskretes Pen-
dant sind Gegenstand des nachsten Abschnitts.

Mit der Wahl von sogenannten Robin-Randbedingungen lautet die Fokker-Planck-Gleichung
auf dem Intervall [0, 1]

Ou = 0z (Opu + uV") fart > 0,2 € (0,1)
Opu(t,x) +u(t,x)V'(x) =0 firt >0,z € {0,1}
u(0) = ug in (0,1).

Hier ist V' ein genligend glattes Potential. Wir mdéchten die Gleichung zunéachst in eine an-
dere Form bringen. Wie wir in Kapitel 2 bemerkt haben, ist auch hier u,, = —wr—e~" eine

eVl 1
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Equilibriumslésung. Es gilt u., > 0in [0, 1] und damit ist

o, (uooax <i)) _o, (u%uo@axu —2 u@zuoo) _a, ((%gu B u@xuoo>
Uoo Us, Uoo

—_u) = 0,(0pu + V'u) = dyu

in (0,1). Far z € {0, 1} folgt ebenso 0, (t) = 0. Dies fUhrt uns zu folgender Formulierung
der Fokker-Planck-Gleichung:

ou = 0, (umax (t)) firt > 0,2 € (0,1)
0, (—) —0 fiirt > 0,2 € {0,1) (FPG)

Uoco

u(0) = ug in [0, 1].

Beispiel 3.4.1 (Diskrete FPG). Fir beliebiges n € N, n > 2 unterteilen wir das Intervall [0, 1]
in aquidistante Teilintervalle [7, 27, ] fur i € {0,...,n — 1}, wobei 27" = L fur 0 < i < n
ist. Wir definieren m; = ff,; Uso(x)da fir ¢ = 1,...n. Wir suchen Funktionen p;(t), die die
relative Masse der Funktion v auf dem Teilintervall [x!" |, 2'] approximieren, das heif3t,

n

1 [
pi(t) =~ —/ u(t, z)dx.
i—1

Diesen Ansatz nennt man in der numerischen Mathematik die Finite-Volumen-Methode.
Wir méchten eine Differentialgleichung fur die Funktionen p;(t) herleiten. Sei dazu ¢ €
{1,...,n}, dann ist

n n

8t/i u(t, z)dx = 1 atu(t,x)dx:/i on (uooax (%)) dx

i—1 i1

n

[ ()L,

1—1

—unlat)on () e o, (1),

“00(1’1' Uoo(xl‘l—ﬁ

Es gilt nun, die Terme auf der rechten Seite obiger Gleichung in Abhéngigkeit der p;(t) zu
approximieren. Fur die partielle Ableitung wahlen wir die N&herung

o (MLE) o (M) _ulbn))  (wllie) allon))
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[t eyde [ ult x)de
~n : - =n(pis1 — pi) -
Ti+1 T

Anstelle der Approximation von u,(z;) ~ nm; wéhlen wir die Naherung u..(x;) ~ \/nmnm;i1,
um die in der Differenz auftretenden Massen gleichermalf3en zu berlcksichtigen. Dies fuhrt

zu der folgenden N&herung:

u(t, z7)

Uoo(27')

Uoo (77" ) Ou ( > N Uoo (7)1 (Pig1 — pi) = /NTnTan (Piv1 — pi) = Ki (Pig1 — Pi)

fur k; = n®y/mmpund i = 1,...,n — 1. Wir setzen weiter ko = s, = 0 fir eine gute
Darstellung der Randbedingungen. Wir fassen unsere Beobachtungen zusammen, es gilt

Ki (Piv1 — Pi) — Ki—1 (Pi — Pi- Ki Ki + Ki— Ki—
Dipi(t) = (pi+1 = pi) 1 (pi = pi-1) = — 1pi+ 1/%—1
Uy T T gy
far<=2,...,n — 1. In den Endpunkten erhalten wir die Differentialgleichungen
K , Ko
Oppr = - (p2 — p1) sowie Oyp, = - (Pn—1 = pn) -
1 T,

Wir schreiben die lineare Differentialgleichung fir p in der zugehdrigen Matrixdarstellung
op = Q™ p, wobei Q™ € R™*™ die folgende Matrix bezeichnet

_m 51 0
T T
K1 S ) K2 0
T T2 T2
0
Ki— Ki—1+tK; i
Q(n) _ 0 ; L= ;_ t fTL 0
1 1 1
0
0 Kn—2 _Hn—2+’in—1 Rn—1
Tn—1 Tn—1 Tn—1
Kn—1 __En-1
O Tn Tn

Sei uy der Anfangswert zu der kontinuierlichen Fokker-Planck-Gleichung auf dem Intervall
[0, 1]. Wir bezeichnen mit p, := p(0) den Anfangswert der diskreten Differentialgleichung.
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Das folgende Anfangswertproblem erkléren wir als die diskrete Fokker-Planck-Gleichung

(DFPG")

{atp =Q"p
p(0) = po.

Hierbei bezeichnet n > 2 die Abh&ngigkeit von der Anzahl der Teilintervalle.

Lemma 3.4.2. Fiir jedes n € N, n > 2 ist die Matrix Q™ der diskreten Fokker-Planck-
Gleichung (DFPG™) ein reversibler und irreduzibler Markov-Kern. Das reversible Maf3 ist
gegeben durch die Zahlen © = (71, ..., 7,). Wir schreiben ({1,...,n}, Q"™ r) fir das zu-
gehorige Markov-Tripel.

Beweis. Seienn € Nundn > 2 aufgrund der Positivitat von u., ist auch der Vektor 7 positiv.
Daraus folgt auch die Positivitat der «; und zusammen Q(i, j) > 0 fur alle ¢ # j. Fur alle i €

{2,...,n—2} qilt Tri (Ki—1 — Ki—1 — K; + K;) = 0und fir ¢ = 1, n—1 ist die Zeilensumme auch
gleich null, folglich ist Q™ ein Markov-Kern. Wir méchten die Reversibilitat von 7 beziiglich
Q™ zeigen, dazu berechnen wir fiiri € {1,...,n}
( s . . .
ﬂinz;—fl j=1—1lund?> 2
o —7Tm2 (ni+ﬂﬁi71> . ] =3
ﬂ-iQ(Z?j) = ) ' . . .
7Tin2% cj=1i+1lundi<n
kO : sonst.

Furi e {1,...,n} gilt weiter

( : . .
ﬂi_an% cj=i—1undi>2
o —7TZ'7'L2 (lﬁiJr:ifl) . ,] =9
WjQ(]?O = 2 Ky . . .
T o cj=1i+1lundi<n
\O : sonst.

Anhand dieser Darstellung erkennen wir die Gleichheit 7,Q (i, j) = 7;Q(j,%), indem wir die
7, klrzen und mit dem gewiinschten Index erweitern. Die Irreduzibilitat ist eine Konsequenz

der Positivitat der Eintrage auf der Nebendiagonalen. Zu i, j € {1,...,n} und i < j wéahlen
wiri =9, =4+ 1,...,7j_ = j, dann gilt Q(vx, vk+1) > 0furallek € {1,...,7 —i—1}.
Dies zeigt, dass () ein reversibler und irreduzibler Markov-Kern ist. O

Bemerkung 3.4.3. (i) Fir V = 0 erhalten wir u,, = 1 und folglich m; = % Dann ist
die Matrix Q™ gerade der Markov-Kern zur diskreten Warmeleitungsgleichung auf
dem Graphen (V, E'), gegeben durch V' = {a7|i = 0,...,n} und E = {x;z;41]i =
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(ii)

(i)

0,...,n — 1} mit den Gewichten n?. In diesem Sinne stimmt die Diskretisierung der
Fokker-Planck-Gleichung, hier der Warmeleitungsgleichung, mit der diskreten Warme-
leitungsgleichung Uberein.

Gilt fur den kontinuierlichen Anfangswert fol up(z)dz = 1 und ug > 0, dann ist der
diskrete Anfangswert py = p(0) > 0 und er erfillt > 7 | p;(0)m; = 1, das heiBt, p ist
eine Dichte bezliglich dem MaB3 7. Die Lésung der diskreten Fokker-Planck-Gleichung
ist gegeben durch p, = ¢'@p,. Folglich gilt nach Lemma 3.2.12, dass auch p, eine
Dichte ist. Ist p, > 0, dann folgt aus der Irreduzibilitit e/?p, > 0 fir alle ¢t > 0. Das
heif3t, die diskrete Fokker-Planck-Gleichung ist ebenso wie die kontinuierliche Fokker-
Planck-Gleichung Masse und Positivitat erhaltend.

Man kann eine solche Diskretisierung der Fokker-Planck-Gleichung auch in héheren
Dimensionen durchfiihren. Ein méglicher Ansatz wird in [ARM16] beschrieben. Auch
bei dem dort vorgestellten Ansatz erhalten die Autoren einen Markov-Kern.
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4 Eine Theorie des optimalen Transports
auf diskreten Mengen

Wir haben in Kapitel 2 bereits gesehen, dass wir die Theorie des optimalen Transports nicht
direkt auf das diskrete Setting anwenden kénnen. Einen méglichen Ausweg, um dieses Pro-
blem zu beheben, méchten wir in diesem Kapitel vorstellen. Dieser Ansatz ist motiviert durch
die in Kapitel 2 angesprochene kontinuierliche Theorie. Ein besonders wichtiger Anhalts-
punkt ist die Benamou-Brenier-Formel. Diese Formel und die zugehérige Theorie méchten
wir an dieser Stelle kurz skizzieren.

Wir betrachten den Spezialfall X = R"™. Firr zwei WahrscheinlichkeitsmaBe 1, 111 € P2(R™)
untersuchen wir nicht die Menge aller Kopplungen wie in Abschnitt 2.3, sondern die Men-
ge aller Interpolationen in stetiger Zeit. Das heif3t, wir betrachten Abbildungen p: [0,1] —
P»(R™), die unter geeigneten, nicht naher spezifizierten Regularitatsbedingungen die soge-
nannte Kontinuitatsgleichung

Oupir + V- (pethy) =0 (KG)

im distributionellen Sinne erfiillen. Hier bezeichnen wir mit ¢>: [0, 1] x R™ — R ein zeitab-
hangiges Vektorfeld. Die Benamou-Brenier-Formel besagt, dass wir die Wasserstein-Metrik

als
1
Wa(po, = inf x)[2d s (x)dt
(o) \/w,wemw{ | [ srauwal

darstellen kénnen. Dabei bezeichne CE( i, 111) die Menge aller hinreichend reguléaren Lo6-
sungen (u, 1) der Kontinuitatsgleichung mit Anfangswert 1y und Endwert 1.

Zu einer gegebenen Kurve p: (—0,0) — Po(RR™) existieren verschiedene Vektorfelder 1,
die die Kontinuitatsgleichung in ¢ = 0 erfullen. Es gilt jedoch, dass nur eines dieser Vek-
torfelder ein verallgemeinerter Gradient ist. Wir sagen, 1 ist ein verallgemeinerter Gradient,
falls 1) Element des L?(RR™, uo; R™)-Abschlusses der Menge {V¢ | ¢ € C>(R™)} ist. Der
verallgemeinerte Gradient ¢ erflillt ferner die nltzliche Eigenschaft, dass er das Funktio-
nal der kinetischen Energie [, [¢(x)[*duo(z) in der Klasse aller Vektorfelder, die die Kon-
tinuitatsgleichung in ¢ = 0 erfillen, minimiert. Felix Otto interpretiert in [Ott01] erstmals die
Benamou-Brenier-Formel als riemannschen Abstand im Sinne einer intuitiven riemannschen
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4 Eine Theorie des optimalen Transports auf diskreten Mengen

Struktur. Wir méchten diese riemannsche Struktur kurz umreif3en.

Zu einer glatten Kurve (1u)ie(—ss) in P2(R™) mit 1o = p bezeichne Vi = ¢ den eindeutig
bestimmten verallgemeinerten Gradienten, welcher die Kontinuitétsgleichung in ¢t = 0 erfillt.
Das heif3t, v ist der tangentiale Vektor an die Kurve p in t = 0. Wir identifizieren den tangen-
tialen Vektorraum an p mit dem Raum der verallgemeinerten Gradienten. Fir u € Py(R™)
wahlen wir das L?(RR™, u; R™) Skalarprodukt auf diesem tangentialen Vektorraum

(Vo1 Vesh = | (V@) Vou(@)dp(o).

Diese Wahl induziert eine formale riemannsche Struktur auf P(X’). Wir betrachten den durch
diese Struktur induzierten riemannschen Abstand

d(fto, p11) = inf {/ (Veor, Vipr) ,,dt ‘ [0, 1] — Po(R™) glatt u(0) = po, u(1) = Ml}

inf \/’715
N nf L), dt
- ! = Wo (o, p11).
\/< ol L it = Wi

Die zweite Gleichung begriindet sich dadurch, dass das tangentiale Vektorfeld zu einer glat-
ten Kurve die Kontinuitatsgleichung erflllt. Dieses tangentiale Vektorfeld liegt in der Menge
der verallgemeinerten Gradienten. Man kann jedoch zeigen, dass man beliebige Vektorfel-
der zulassen kann, ohne diesen Wert zu verbessern. Ein Argument fur die Gultigkeit der
dritten Gleichung findet man in [AC08, Proposition 1.3]. Insgesamt sehen wir, dass der rie-
mannsche Abstand mit der Benamou-Brenier-Formel Ubereinstimmt.

Die obigen Beobachtungen bilden die Grundlage des folgenden Kapitels. Wir werden uns vor
allem an der Arbeit [Maa11] von Jan Maas orientieren, der auf Basis der Benamou-Brenier-
Formel eine diskrete Wasserstein-Metrik definiert. Wir werden zeigen, dass auch diese Me-
trik von einer riemannschen Struktur induziert ist. Ferner ist der zugehérige metrische Raum
geodatisch, das heif3t, diese Metrik weist nicht den Defekt der Wasserstein-Metrik auf (ver-
gleiche Lemma 2.4.13). Wir haben in Kapitel 2 bereits erwéhnt, dass die Lésungen der
Warmeleitungsgleichung auch die Trajektorien des Gradientenfluss der Entropie sind. Die-
se Aussage gilt auch flr die von Jan Maas vorgeschlagene diskrete Wasserstein-Metrik und
die diskrete Warmeleitungsgleichung. Dies unterstreicht die Tatsache, dass die erstmals von
Jan Maas eingeflihrte diskrete Wasserstein-Metrik eine gute Wabhl fur eine Theorie des opti-
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malen Transports auf diskreten Mengen ist.

Wir beginnen mit der Festlegung einiger Notationen und Rahmenbedingungen fir das fol-
gende Kapitel. Wir werden dann zunachst die Eigenschaften der diskreten Wasserstein-
Metrik diskutieren und darauf die zugehdrige riemannsche Struktur vorstellen. Auf dieser
riemannschen Struktur werden wir Gradientenflisse studieren und letztlich den Gradienten-
fluss der Entropie untersuchen.

4.1 Eine diskrete Wasserstein-Metrik

Definition 4.1.1 (Rahmenbedingungen). Das zentrale Objekt dieses Kapitels ist ein irredu-
zibles und reversibles Markov-Tripel (X, @), 7) auf einer endlichen Menge X'. Zur Erinnerung
listen wir alle relevanten Eigenschaften eines solchen auf.

(i) Esgqilt Q(z,y) > 0flralle z,y € X mitx # y.
(i) Faralle xz € X gilt > Q(z,y) =0.

yeX

(iii) Die Irreduzibilitdt bedeutet, dass der zugehdérige Graph zusammenhéngend ist und
impliziert !9 > 0 fur alle t > 0.

(iv) Das invariante Mal3 = ist eindeutig bestimmt und positiv. Dieses Maf3 ist auBerdem
reversibel, das heif3t, es qilt

T({2})Q(z,y) = 7({y})Q(y, )

far alle x,y € X.
Wir betrachten die Menge
D(X) = {p: X —R ’ p(x) > 0Vr € X und Zp(z)ﬂ({x}) = 1}
TEX

aller Wahrscheinlichkeitsdichten auf X bezlglich des Maf3es . Die Teilmenge aller positiven
Wahrscheinlichkeitsdichten bezeichnen wir mit

D.(X) = {p: X =R ‘ p(x) > 0Vzr € X und Zp(:p)ﬂ({x}) = 1}.

zeX
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Diese beiden Mengen sind invariant unter der Halbgruppe ¢‘® nach Lemma 3.2.12. Wir
untersuchen die diskrete (relative) Entropie H: D(X’) — R definiert durch

=3 pla)tog(pla))m(e}) = [ plog(plan

reX

mit der Konvention, dass p(z) log(p(x)) = 0 ist, falls p(z) = 0 gilt. Diese Abbildung entspricht
einem diskreten Analogon zu H,[u] aus Definition 2.3.3. Wir statten den Raum R* mit dem

Skalarprodukt
(o, 0) = / ppdl = o(x)

reX

fir ¢, € RY aus, dann ist dieser ein Hilbertraum.

Fir zwei Matrizen A, B € RY*Y bezeichnen wir mit A e B die Matrix mit den Eintragen
(Ao B)(z,y) = Alz,y)B(z,y).

Bemerkung 4.1.2. In seiner Arbeit [Maa1l1] betrachtet Jan Maas lediglich Markov-Kerne,
die 0 < Q(x,y) < 1furalle z,y € X und = # y erflllen. Wir betrachten hier Markov-Kerne,
die auch beliebige Werte gréBer als eins annehmen kénnen. Wir werden mehrere Resultate
aus seinen Arbeiten ohne Beweis zitieren. Den Beweis, dass diese Resultate auch unter den
schwéacheren Voraussetzungen ihre Glltigkeit behalten, sparen wir uns an dieser Stelle.
Weder in den Aussagen dieser Resultate noch in deren Beweisen spielt oben genannte
Eigenschaft eine wichtige Rolle.

Lemma 4.1.3. Fir alle p € D(X) gilt H(p) > 0. Ist H(p) = 0 fur p € D(X), dann gilt p = 1.

Beweis. Sei p € D(X). Wir setzen u({z}) := p(x)n({z}) fur alle x € X, dann definiert u
ein Wahrscheinlichkeitsmaf3. Die Jensensche Ungleichung impliziert

H(p) = [ pla)togp()ar = Y- ple) loglpla))a((s) - Zlog( ){x})

TeEX € Xy

:—/*log (ﬁ) i > —log (/X md@ — _log(1) = 0.

Dabei bezeichnen wir mit X, = {z € X | p(z) # 0}. Die Gleichheit in der Jensenschen
Ungleichung gilt nur, falls p konstant ist, das heif3t, es muss schon p = 1 gelten. ]

Definition 4.1.4 (Logarithmisches Mittel). Das logarithmische Mittel zweier Zahlen a,b > 0
ist definiert durch die Abbildungsvorschrift

A:[0,00) x [0,00) = [0,00), A(a,b) = /Olalpbpdp.
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Sind a und b positiv sowie a # b, dann gilt

b—a
Aa-b) = 1500~ Togla)

Fir ein p € D(X) bezeichnen wir mit j € R**Y die Matrix mit den Eintragen p(x,y) =
Alp(z), p(y))-

Bemerkung 4.1.5. Wir werden die folgenden Eigenschaften des logarithmischen Mittels ver-
wenden.

(i) Das logarithmische Mittel ist eine stetige Funktion auf [0, o0) x [0, 00).
(i) A ist unendlich oft stetig differenzierbar auf (0, co) x (0, c0).

(iii) Es gilt A(a,b) = A(b,a) fir alle a,b > 0.

)

)

)

(iv) Faralle a,b> 0undc> 0gilt A(ca,cb) = cA(a,b).

(v) Firalle 0 <a <bundc>0gilt A(a,c) < A(b,¢).
)

(vi) Firalle a,b > 0 gilt A(a, b) > Vab.

Wir werden an dieser Stelle keinen Beweis dieser Eigenschaften vorfuhren. Es sei jedoch
bemerkt, dass die Eigenschaften (i) und (ii) eine direkte Konsequenz der Integraldarstellung
sind. Eigenschaft (iii) folgt durch Substitution der Integrationsvariable. Fur Eigenschaft (iv)
genlgt die Verwendung der Potenzgesetze. Aussage (v) kann man mittels der Symmetrie
auf die Monotonie von f(z) = aP zurlickfihren. Ein Beweis der letzten Eigenschaft wird zum
Beispiel in [Car72, Theorem 1] geflhrt.

Bemerkung 4.1.6. Das logarithmische Mittel hat auch eine physikalische Bedeutung. Wir
betrachten einen sogenannten Warmetauscher, das ist zum Beispiel das folgende Konstrukt.
Wir nehmen zwei lange zylinderférmige Rohre mit unterschiedlichem Durchmesser und ste-
cken diese ineinander. Dann lassen wir durch das innere Rohr kaltes Wasser und durch
das auBere Rohr warmes Wasser flieBen. In diesem Fall tauschen die beiden Fllssigkei-
ten Uber die Trennwand Wé&rme aus, vermischen sich aber nicht. Wir definieren die mittlere

Temperaturdifferenz
ATy — ATy

- log AT} — log ATy’

wobei AT die Temperaturdifferenz der beiden Flussigkeiten am einen Ende des Rohres
und AT, die Temperaturdifferenz der beiden Flissigkeiten am anderen Ende des Rohres
bezeichnet. Der Warmestrom des Warmetauschers betragt dann

AT,

50 AT, — ATy
0% _ KAAT, —
5~ AN = kA log AT, — log AT,
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mit dem Warmedurchgangskoeffizient « und der WarmeUlbertragungsflache A. Q steht hier
fir die Ubertragene Warmemenge und steht (noch) in keinem Zusammenhang zu dem
Markov-Kern Q).

Bemerkung 4.1.7. Jan Maas betrachtet anstelle des logarithmischen Mittels eine gréBere
Klasse von Funktionen. Es stellt sich jedoch heraus, dass fiir das logarithmische Mittel die
Lésungen der Warmeleitungsgleichung den Trajektorien des Gradientenfluss der Entropie
entsprechen. Aus diesem Grund werden wir uns in dieser Arbeit lediglich mit dem logarith-
mischen Mittel auseinandersetzen.

Definition 4.1.8 (Diskrete Wasserstein-Metrik). Fir zwei Wahrscheinlichkeitsdichten pg, p; €
D(X) definieren wir

Wipo,pr) = | _inf { / 32 () = ) QoMo ) <{x}>dt}.

(p,)ECE1(p0,p1)

Mit CE1(po, p1) bezeichnen wir fir T > 0 die Menge aller (p,+) € PCY([0,T];R?Y) x
M([0,T]; RY), welche die folgenden Bedingungen erflillen:

([ (i) po=pound pr = p

pr € D(X) furallet € [0,7]

¥: [0,T] — RY ist Borel-messbar

Vz € X und bis auf endlich viele 0 < ¢ < T qilt

pe() + 32 [Wi(y) — (@) Q(z, y)Alpi(2), pi(y)) = 0.

\ yeX

ERES
D
N

~—

A~~~ N /N

-~
4
N

Bemerkung 4.1.9. (i) Auch die diskrete Wasserstein-Metrik kann man als die Transport-
kosten interpretieren, die bendétigt werden, um die Masse von ihrer Ausgangskonfigu-
ration pg in ihren Endzustand p; zu Uberflhren. Ein Unterschied zu ihrem kontinuier-
lichen Vorbild ist der folgende. Die Transportkosten, um eine Masse von x nach y zu
transportieren, sind hier auch davon abhangig, wie viel Masse bereits jeweils in z und
y vorhanden ist.

(i) Die Bedingung p € PC([0,T],R?) ist so zu verstehen, dass fur alle z € X die
Abbildung ¢ — p.(z) stlickweise stetig differenzierbar ist. Insbesondere ist dadurch die
Gleichung in (iv) wohldefiniert.

(iii) Die Differentialgleichung in Bedingung (iv) ist das diskrete Analogon zur Kontinuitats-
gleichung. Dies werden wir spater noch genauer untersuchen. In den folgenden Aus-
fihrungen bezeichnen wir diese Gleichung stets als (diskrete) Kontinuitatsgleichung.

Beispiel 4.1.10. Das einfachste, aber dennoch ein sehr wichtiges Beispiel ist der Fall einer
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Menge der Form X = {a, b}. Wir betrachten den Markov-Kern

(7 2)
P ¢ —q

far p,q € (0,00). Das zugehdrige reversible MaB ist gegeben durch 7({a}) = . und

= —x a).
m(@)Q(a.b) = B = x(1)Q(b.0

Bezeichnen wir mit §, und ¢, das DiracmaB zu den Mengen {a} und {b}, dann ist jedes
Wahrscheinlichkeitsmaf3 1 auf der Menge X von der Form

1
p=5 (1= 5+ (1+5)d)
fir ein 8 € [—1, 1]. Die zugehorige Dichte p: {a,b} — R bezlglich des MaBes  ist dann
gegeben durch
Blgy.oPTa1=8 5, _pPtalth

p°(a) = . AR PRENCEE
In [Maai1, Beispiel 2.6] wird die folgende Darstellung der diskreten Wasserstein-Metrik ge-
zeigt. Fir —1 < a < g < 1qilt

log(q(1+ 7)) —log(p(1 — 1))
W) \/’/\/ Otn —pa—r T

Ist p = q, dann gilt die Gleichung

1 B | Artanhr
W(p“,pﬁ)z—\/%/ \

Nach Lemma C.0.6 ist die rechte Seite obiger Gleichung fur alle «, 8 endlich und damit ist
auch die diskrete Wasserstein-Metrik auf {a, b} endlich, dies werden wir spéter verwenden,
um die Endlichkeit der Metrik auf beliebigen Mengen X zu zeigen.

Wir méchten eine Darstellung der Abbildung WV vorstellen, an welcher man die Ahnlichkeit
zur Benamou-Brenier-Formel erkennt. Dazu fihren wir einige Notationen ein. Diese Bezeich-
nungen werden im Laufe der folgenden Kapitel eine wichtige Rolle spielen.

Definition 4.1.11 (Diskrete Differentialoperatoren). Fiir iy € R definieren wir den diskreten
Gradienten Vi) € R*** durch

[V](w,y) = () —P(y) fir alle 2,y € X
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Die diskrete Divergenz V - ¥ € R* einer Abbildung ¥ € R¥** ist definiert durch
1
yeX
firz e X.

Definition 4.1.12. Wir fihren drei Bilinearformen ein. Fiir ¢, € R definieren wir

(0, ) = /WM—Z¢ r({z}).

zeX

Ferner definieren wir fir ®, ¥ € RY** die Form

(®9), = 5 3" Bwy) ¥, )Q0r ()
sowie

(@), == > ®(2,9)¥(z,9)Qz, y)A(p(x), p(y)7({z})

z,yeX

DN | —

flr gegebenes p € D(X).

Lemma 4.1.13 (Partielle Integration). Fir alle ¢ € R und ¥ € RY*? gilt
<VQ07 \IJ>7I' = _<()07 A \I}>7r

Beweis. Sei ¢ € RY und ¥ € RY** gegeben, dann gilt

1

Vo, ¥)r = 5 myzex[vw](x,y)‘lf(x,y)Q(ﬂf,y)W({l‘})
=12;ﬂ@—ﬂm W (e, Q. y)r({a})
:_Z% ><un——2;wwwxw< y)r({x})
—-3; ><mn——3;¢@wmw (v, )7 ({y})
:%wgw>wxw< ><mb—1;;w@w%@wawﬂwn
%;a@@ww@mW@wW%%Wﬂ@D
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= % Z o(x)r({x}) Z Qz,y)[¥(z,y) — ¥(y, x)]

= =Y @)V Y@)r({r}) = ~{p, V- 1),

Far die vierte Gleichung verwenden wir die Bedingung der Reversibilitat und in der flnften
Gleichung benennen wir die Variablen der zweiten Summe um. ]

Bemerkung 4.1.14. Ist U = V) firr ein ¢ € R?, dann gilt

(V-Vy) =(V-¥) = % D Q@ y)((y) — (@) (@) + () = Y Qe y)(¥(y) — v(x))

yeX yeX

und folglich ist (V - V) der diskrete Laplace-Operator beziiglich der durch @) festgelegten
Geometrie im Sinne von Theorem 3.3.7.

Lemma 4.1.15. Fir gy, p1 € D(X) gilt

1
W(po, p1) = inf Vi, Vi), dt 5,
(Po: 1) \/(P,¢)€é1§1(507[31) {/0 (V¥ 1/}f>p }

wobei wir die Kontinuitatsgleichung nun als

pr+ V- (P e Vi) =0

fr alle bis auf endlich viele 0 < ¢ < T schreiben kénnen.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus den eingefihrten Definitionen der jeweiligen Terme.
OJ

Bemerkung 4.1.16. (i) An obiger Darstellung der diskreten Wasserstein-Metrik erkennt
man die Ahnlichkeit zur Benamou-Brenier-Formel sehr gut. Im Gegensatz zum konti-
nuierlichen Fall betrachten wir die Menge aller Dichtefunktionen zum Maf3 7 und nicht
die Menge aller Maf3e auf X'. Hier macht dies jedoch keinen relevanten Unterschied,
denn da das Maf3 7 positiv ist, kbnnen wir jedes beliebige MaR3 i bezlglich © mittels
einer Dichtefunktion darstellen.

(i) Wir moéchten eine mégliche physikalische Interpretation dieses Unterschieds im Sin-
ne von Bemerkung 4.1.6 geben. Wir stellen uns die Menge (X, Q) als einen Graphen
vor, dessen Kanten aus Wéarmetauschern bestehen. Das heif3t, die zu transportieren-
de Masse liegt in Form von Warme vor. Den Term Q(x,y) interpretieren wir als Pro-
dukt des Warmedurchgangskoeffizienten « und der Warmeulbertragungsflache A. Die
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momentane Dichte p(x) entspreche der Temperaturdifferenz A7; und die Dichte p(y)
entspreche der Temperaturdifferenz AT, am anderen Ende des Warmetauschers. Das
heiBt, zu zwei Ecken z,y € X gilt fur die Warmeleistung

‘Z_? = Q(z,y)AT,, = Q(z,y)A(p(x), p(y))

oder anders formuliert, hangt die von der Ecke = zur Ecke y Ubertragene Wéarme zu-
satzlich von dieser Gewichtung ab. Dies gibt eine mdgliche Erklarung fur das Auftreten
des Terms Q(x,y)A(p(x), p(y)) im Integranden der diskreten Wasserstein-Metrik.

Bemerkung 4.1.17. Wir mdchten noch eine weitere, vor allem fir Rechnungen nitzliche
Darstellung vorstellen. Dazu definieren wir fiir p € D(X’) die beiden Abbildungen A(p), B(p) €
R**¥ durch

> Qz, 2)A(p(x), p(2))n({z}) z=y
[A(p)](z,y) = 4 2%
—Q(z,y)Ap(x), ply))r({z}) :z#y

sowie
> Qx, 2)A(p(x),p(2)) -z =y
[B(p))(z,y) = { %
—Qz,y)Ap(x),ply)  x#y.
Bezeichnen wir mit IT € R*** die Diagonalmatrix mit den Eintragen I1(z,z) = w({x}) fur
xr € X, dann qilt
A(p) = 11B(p).

Lemma 4.1.18. Fir alle p € D(X) ist die Matrix A(p) symmetrisch und positiv semidefinit.
Insbesondere gilt fiir alle p € D(X) und ¢» € R* die Ungleichung (A(p)i, ¢) > 0.

Beweis. Seien x,y € X und z # y, dann gilt

[A(p)](z,y) = =A(p(x), p(y))Q(z, y)T({x}) = —Alp(y), p(2))Q(y, z)7({y}) = [A(p)](y, x)

aufgrund der Symmetrie von A und der Reversibilitat von (). Dies zeigt die Symmetrie von
A(p). Weiter gilt fur ein beliebiges z € X

0 <) lAMIy)l =Y Q. y)Alp(2), py))r({x}) = [A(p))(z, 2),
Vo Y

folglich ist A(p) schwach diagonaldominant. Aus der Symmetrie und der Nichtnegativitat der
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Diagonaleintrage folgt mit der schwachen Diagonaldominanz und Lemma C.0.7 die positive
Semidefinitheit von A(p). O

Lemma 4.1.19. Seien py, p1 € D(X), dann gilt die Darstellung

1
W(po, p1) = \/(pyw)eéglf(wl) {/O (A(pt)wt,wt>dt}

und die Kontinuitatsgleichung I&sst sich schreiben als p, = B(p;);.

Beweis. Seien p € D(X) und v € R beliebig. Wir rechnen die Gleichheit des Integranden
nach. Es gilt

2(A(p)ib, ) =2 Y [Alp)(, y)e(x)b(y) = > [A(p)](z, y)2¢(x)e(y)

= g:[il(p)](w, y) (Y (@)® + w(y)z’ljtb(fv) —¥(y))?)
_ %imw? ;([A(m](x, y) + ;W ;([A(p)](x, v)
) XGIX[A(;](:U, y) ((x) — wy<y))2 r
= oiyzx U(y)? Z}([A(p)](y, ) — ZX[A(/))](% y) (V(x) = ¥ (y))*
=0-— yi:X[A(p)??x, y) (W(z) — zb(gz:;/;
=— wyi;[z‘l(p)](% y) (¥(z) — ¥ (y))*
= x;:?w@) — ()’ Qz,y)Alp(x), ply))m({z})
= g’i ((2) = () Qa, ) Ap(@), p(y))m({x}).
Fiir 7 € X ist
[B(p)i](x) = 2;([3 (M@, y)v(y)
— y_ez Qz, y)Ap(x), p(y)(y) + Y Qx, 2)A(p(x), p(2))¥ ()
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==Y Qz,y)A(p(), ply)) (V(y) — ¥(x))

yeX
y#T

dies zeigt die Darstellung der Kontinuitatsgleichung. O

Lemma 4.1.20. Sei T' > 0, dann gilt die Darstellung

p)ECET(po,p1

w<po,p1>=ﬁ\/( we /0T<A<pt>wt,wt>dt}

far alle po, p1 € D(X)

Beweis. Sei T > 0 und seien py, p; € D(X). Wir definieren fir (p,v) € CE1(po, p1) die
Abbildungen pj := p: und i; := Twz fur¢ € [0, 7). Fir alle x € X folgt

d 1 1

z) = =pr = =B(p

/ o / l o AW
apt( ) 7P+ T = B(pt)T¢% = B(p,)v;

V4

unter Verwendung der Darstellung aus Lemma 4.1.19. Mithilfe dieser Gleichung sieht man,
dass (p/,¢') € CEr(po, p1) gilt. Wir berechnen den Integranden der rechten Seite obiger
Darstellung fur (p',¢'):

| At = 5 [ty oi= 5 [ G,

Der Term der letzten Gleichung ist der Integrand zur Darstellung der Wasserstein-Metrik aus
Lemma 4.1.19. Wir haben gezeigt, fiir alle (p,v) € CE1(po, p1) ist (¢, ¢") € CEr(po, p1) und
es gilt

| st vnat= 7 [ Ao vas

Dies zeigt die Ungleichung ”>" der gewiinschten Gleichung. Fir die Richtung "<” argumen-
tiert man &hnlich und skaliert dazu die Elemente von CE7(p, p1) zu Elementen der Menge

CE1(po; p1)- O
Lemma 4.1.21. Fir alle pg, p; € D(X) gilt

drv (po, p1) < V2| AlloW(po, p1),

wobei dry die Norm der totalen Variation bezeichnet. Aufgrund der Endlichkeit von X" stimmt
diese mit dem L'(X, w) Abstand zwischen p, und p, Gberein. Genauer gilt

drv(po, p1) / |po — prldm = Z|Po — pi(@)|m({z})

reX
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sowie [|A|lo = sup{A(s, )]0 < s,t < (521}(177({x})) .

Beweis. Seien py,p1 € D(X) beliebig. Wir nehmen an, dass W(po, p1) < oo gilt, denn
sonst ist nichts zu zeigen. Zu einem beliebigen ¢ > 0 wé&hlen wir mit Lemma 4.1.19 ein

(p, ) € CE1(po, p1), sodass

(/ (Al 6)dt) " < Wion, )+

gilt. FUr eine beliebige Funktion p: X — R gilt

>_e(@) (po(w) = p() {fv}‘ > () {x}/ ((z)dt| =

reX rzeX

= /;(H%B(pt)@mdt‘ =

[ e

/01<¢,A(pt)¢t>dt‘

< / (o, Alpo)d)] dt,

denn I1B(p) = A(p). Wir haben bereits gesehen, dass A(p) symmetrisch und positiv semi-
definit ist, folglich kdnnen wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf die Bilinearform (A, -)
anwenden und erhalten

/I ptwwtldt</\/ (01) 0, )/ (Alpe ), Pr)d

S(o Pt‘ﬂ%ﬂ ) ( Pt¢ta¢t>dt)2~

Es gilt p; € D(X) fur alle ¢t € [0, 1], deswegen ist p,(x) > 0 fur alle x € X und alle ¢ € [0, 1].
Bezeichnen wir mit m = min,cx 7({z}), dann ist p;(z) < L firalle z € X und ¢ € [0, 1].

Denn fir x € X qilt
1:ZPt<y) >m2pt > mpy().

yeX yeX

Ferner ist m(z) > 0 fur alle z € X und folglich ist auch m > 0. Aufgrund der Monotonie
und der Stetigkeit des logarithmischen Mittels folgt 0 < A(p:(z), p:(y)) < ||[A|lee < oo fUr alle
z,y € Xundt € [0,1].

Wir widmen uns nun zuerst dem Integranden des linken Terms in der rechten Seite obiger
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Abschétzung. Fir ¢t € [0, 1] gilt

(Alpe. o) = 3 33 (o 2 QU y) o), o) ( ()
=%ZZ(SD(I’)—@(y))QQ(%@/)A(pt( ). pw)m({})
:EEXZ?&);
= oS () — o)) QU v) + 1A(. ) Alpr(a). () ()
CCEXZZ/E!";
= oS () — o)) QU 0) + 1(r. ) Alpr(a). () ()
< 5 3 (20 + 200)%) Q. y) + 1A(x, ) Alpr(a), ) ({})
< 2l e 2 (@G y)n({eh) + K, y)m({r})
< 2l Al 3o 30 Qe wr(fah) + 2l A 3 D 1 (e yy(f))
= 04 20 gl Alloe 3 w({}) = 2l A

In der vorletzten Gleichung verwenden wir die Charakterisierung der Invarianz eines Mafes
aus Lemma 3.2.4. Wir definieren p: X — R, ¢(x) = sgn(po(z) — p1(x)) fir z € X, dann ist
lpo(x) — p1(2)| = () (po(z) — p1(x)) fir alle z € X und ||¢]|- = 1. Insgesamt folgt

drv(po, p1) = Y _lpo() z)lr({z}) =

rzeX

> wla = p(x)) 7r({fﬁ})‘

reX

<(/ (A, @dt)% (/ 1<A<pt>wt,wt>dt)é

< VaTATm el ( / ptwt,wdt)Q
< VAT Wipo, 1) + <)

Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung. O
Satz 4.1.22. Das Paar (D(X), W) ist ein metrischer Raum.

Fir den Beweis der Dreiecksungleichung sowie der Endlichkeit der Metrik benétigen wir zwei
weitere Lemmata. Wir fihren eine weitere Darstellung ein. Diese Beschreibung der diskreten
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Wasserstein-Metrik wird auch von Bedeutung sein, wenn wir die riemannsche Struktur der
Metrik untersuchen.

Lemma 4.1.23. Fir die Wasserstein-Metrik gilt fir alle 77 > 0 und po, p1 € D(X) die Dar-
stellung

Wipop) = inf t/«wmwww

(p)ECET (po.p1) Jg

Beweis. Seien T' > 0 und pg, p1 € D(X) beliebig. Wir bezeichnen mit M (py, p1) die rechte
Seite obiger Gleichung. Ist (p, 1) € CE1(po, p1), dann kdnnen wir dies wie im Beweis von
Lemma 4.1.20 zu einem Element (p',¢’") € CEr(po, p1) skalieren. Ferner gilt dann unter
Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

VA, vide < dt Ay, vh)dt) = Alpe)r, be)d
[V [ [ o = o

Dies impliziert M (po, p1) < W(po, p1)- Fir den Beweis der anderen Richtung sei (p,¢) €
CEr(po, p1). Fire > 0und t € [0, 7] definieren wir

_ /0 e At dds

Dann ist die Funktion ®. streng monoton wachsend und nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechung differenzierbar. Aus diesen Griinden existiert die inverse Funktion, das
heiBt, ®_': [0, D.(T)] — [0, T] und flr ihre Ableitung (®-1)’ gilt

1
\/€+ Ps) s, V)

furalle s € [0, 7] und r = ®.(s). Fur ¢t € [0, ®.(T)] definieren wir

py = Po1(t) sowie ¢y := ((I)gl)/(t>¢¢;1(t)

und behaupten, dass (p°,¢°) € CEs_(1)(po, p1) ist. Die Bedingungen (i) bis (iii) sind eine
direkte Konsequenz unserer Defintion von (p°, ¢°). Fir x € X und t € [0, .(T)] gilt

%pf(x) = (21 (D)paz1 (@) = —(22) (DB Pz 1) Var o) (@) = —[B(pD)vi](x)

und damit gilt auch die Kontinuitatsgleichung. Mithilfe von Lemma 4.1.20 folgern wir

@.(7)
W(po, p1) < \/‘PE(T)/O (A(pp)vi, vf)dt
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o.(T) / (A(ps)ther ) (B21(B2(5))ds

(I)s IOS ¢sa’¢s> d
\/ /¢a+ ()0, Uy

_ T (Alps) s, ¥s)
- \/cbsm/o e T s

\/CIDE(T) /OT \/6 + (A(ps) s, ©s)ds
B \/(/ Ve+ (A, ws>ds)2

- / VT Alp )bty ds

IN

wobei wir in der letzten Gleichung die Definition von ®_(7") verwenden. Wir haben gezeigt,
dass fir alle (p, ) € CEr(po, p1)

T
Wipnp) < [ Vet (Al b ids
0
gilt, dies zeigt W(po, p1) < M(po, p1) fire — 07. O

Das folgende Lemma benétigen wir, um die Endlichkeit der Abbildung W zu zeigen. Wir
haben in Beispiel 4.1.10 gesehen, dass die Wasserstein-Metrik auf der zweipunktigen Men-
ge stets endlich ist. Das Lemma vergleicht die Wasserstein-Metrik auf X von bestimmten
Dichten mit der Wasserstein-Metrik auf einer zweipunktigen Menge.

Lemma 4.1.24. Seien z,y € X zwei verschiedene Punkte mit Q(z,y) > 0. Wir definie-
ren p := Q(z,y)m({z}). Seien poy, p1 zwei Wahrscheinlichkeitsdichten, die auf der Menge
X\ {z,y} Gbereinstimmen, das heiBt, es gelte po(z) = pi(2) fir alle z € X \ {z,y}. Wir
betrachten die Menge {z,y} ausgestattet mit dem Markov-Kern @), ,, aus Beispiel 4.1.10.
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Firi = 0,1 seien p;: {z,y} — R, definiert durch

SN 2pi(z)m({z}) o 2pi(y)m({y})
PE) = ) + o)) U P Y S + ) ()

Dann qilt die Ungleichung

W(p[)apl) S WP(ﬁOaﬁl) < o0
wobei W, die Wasserstein-Metrik auf ({z,y}, Q),,) bezeichnet.

Beweis. Einen Beweis dieser Aussage findet man in [Maa11, Lemma 3.14] unter der Ver-
wendung der Eigenschaft (iv) des logarithmischen Mittels aus Bemerkung 4.1.5. Die Endlich-
keit der Wasserstein-Metrik auf {z, y} haben wir bereits in Beispiel 4.1.10 angesprochen. [

Beweis von Satz 4.1.22. Lemma 4.1.21 impliziert W(po, p1) > 0 fir alle gy, p1 € D(X) und
dass W(po, p1) = 0 genau dann gilt, wenn schon p, = p; ist. Dies impliziert die positive
Definitheit der Metrik. Wir widmen uns der Symmetrie der Abbildung W. Seien pg, p1 €
D(X). Wir mdchten zeigen, dass W(po, p1) = W(p1, po) gilt. Sei dazu (p, ) € CE(po, p1).
Wir definieren (p’,¢') durch p, = p;_; und ¢, = —1p,_, fir t € [0,1]. Dann gilt (p',¢') €
CE(p1, p1), denn per definitionem sind die charakterisierenden Eigenschaften (i) bis (iii) aus
Definition 4.1.8 erflllt. Wir rechnen noch die Kontinuitatsgleichung nach. Es gilt

d ’ d . N ~ ~ /
d_tpt - &pl—t =—p1t=V-(pr10V1 1) ==V (p11eV(=914)) = =V ((¢), ® V)

und somit ist (o', ¢’) € CE(p1, p1). Weiter gilt

/ (Aot )t = / Z (W) — 4 (9))? Qla, ) AlG(x), () (@)t
/ > (1) 11 QU DA 1) )

/ S (=) + 62 0)) Qs YA (0 (), s (9)) ()5

z,yeX

/ Z % S )) Q<x’y)A<p5(m)7ps(y))ﬂ'(fﬂ)ds

T, YyeX

Wir haben gezeigt, dass fir alle (p,¢) € CE(po, p1) ein (p',¢') € CE(pr, po) derart existiert,
dass die Terme, fUr deren Infimum wir uns interessieren, denselben Wert annehmen. Wir
schlieBen, W(p1, po) < W(po, p1)- Mithilfe obiger Argumente kann man durch Vertauschen
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von po und p; auch zeigen, dass W(po, 1) < W(p1, po) ist und somit folgt die Symmetrie
W(ﬁ()’ﬁl) = W(ﬁla ﬁo)-

Wir werden nun die Dreiecksungleichung beweisen. Seien pg, p1, g2 € D(X). Fireine > 0
beliebig, wahlen wir nach Lemma 4.1.23 (p*,v*) € CE1(po, p1) und (p',¢") € CE1(p1, p2),

sodass )
| VG < Wi, )+

und

1
/O VAT Tt < Wi, ) + ¢

gilt. Wir definieren (p, ) € PC([0, 1]; D(X)) x M([0, 1]; R*) durch

pt _ {p;t tE [07 ]

p,2t—l te [%7 1]

N =

sowie

_ {2%} t € [0, 3]
Y = , )

2y te[51].

Dann ist (p,v) € CE(po, p2), denn die bendtigten Eigenschaften (i) bis (iii) sind nach Kon-
struktion erflllt. Fir die Gultigkeit der Kontinuitatsgleichung verweisen wir auf den Beweis
von Lemma 4.1.23, dort haben wir eine ahnliche Rechnung bereits durchgefihrt. Wir schlie-
Ben

1 1 1
|V = [ AGE 2N+ [ A2 205 )0

1 1 1
= [ 2Rl s+ [

< W(po, p1) + W(p1, p2) + 2¢

und da € > 0 beliebig war, folgt die Dreiecksungleichung.

Wir zeigen zuletzt noch die Endlichkeit der Abbildung W(po, p1) fir beliebige po, p1 € D(X).
Sei X = {x1,...,x,} flr paarweise verschiedene z1,...,z,. Firi € {0,...,n} definieren
wir

(B e
poz) = 0 cx = {xe,...,2;}

po(x) cx € {Tig1, ..., T},
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dann gilt insbesondere gy = p©@, p™ = — L1,y und p®(z) = pitH(x) fir alle z €
71'({901}) {z1}
X\ {x1,x;41}. Wir wenden die Dreiecksungleichung an und erhalten

(H—l

PL

PO,
i=0

Wir wilrden gerne Lemma 4.1.24 auf die Dichten p und p(*+1) und die Menge {1, z;,1} fir
i € {1,...,n — 1} anwenden, um eine obere Schranke fir W(p¥, p(i+1) zu erhalten. Das
funktioniert in den Fallen, in denen Q(x1, z;41) > 0 ist. In einem solchen Fall folgt mit Lemma
4.1.24, dass W(p®, pit1) < oo gilt. Im Fall Q(z1,z;41) = 0 existiert aufgrund der Irreduzi-
bilitdt ein Pfad 1 = 70,71, - - -, Yn, = g1 Mit Q(Vk, Ye+1) > 0 furalle k € {0,...,n; —1}. Wir
kdnnen ohne Beschréankung der Allgemeinheit annehmen, dass (o (7o) — p*V (7)) > 0
gilt, denn sonst vertauschen wir mithilfe der Symmetrie von W die Position der beiden Dich-
ten. Wir definieren die Dichte p(*") durch

pt () cx € X\ {70, m}
P(z’l)(x) = p Y (2) T ="
pO(n) + (09 (0) = P (0) Ty cr =

und fir [ € {2,...,n; — 1} die Dichten

plH =1 (z) rr € X\ {1,
P () = 4 p (@) = (P (70) = p D (0)) Fes ra =
PV (1) + (PP (0) — P (70)) THER s w =y

Wir setzen p9 = p( und p(tm:) = p(+1) Mit jedem Schritt in [ transportieren wir die Masse
(P (o) — pi*V(70)) entlang des Pfades ein Stiick weiter. Die Definition der p() impli-
ziert, dass p!) € D(X) furalle [ € {0,...,n;} gilt. Ferner ist p@V(z) = p+ () fir alle
x € X\ {, Y41} sowie Q(v,vi+1) > 0 nach obiger Wahl des Pfades. Das heif3t, wir kdn-
nen Lemma 4.1.24 auf die Mengen {;, v.+1} und die zugehdrigen Dichten anwenden und
erhalten W(p(), p(t1+1)) < co. Insgesamt schlieBen wir mithilfe der Dreiecksungleichung

n;—1

W(z z+1 ZW (3,0) (zl+1)

Dies zeigt die Endlichkeit der W(p¥, p*1). Obige Anwendung der Dreiecksungleichung
zeigt dann W(po, p™) < oo. Aufgrund der Symmetrie der Metrik zusammen mit obigem
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Argument erhalt man auch
W(p'™, p1) = W(p1, p™) < o0

und damit die Endlichkeit von W(po, p1) nach erneuter Anwendung der Dreiecksunglei-
chung. Insgesamt folgt die Behauptung, dass (D(X), W) ein metrischer Raum ist. O

Bemerkung 4.1.25. Die Endlichkeit der diskreten Wasserstein-Metrik verschlisselt eine
wichtige Information. Da W(py, p1) flr alle py,p1 € D(X) endlich ist, folgt auch, dass
CE&1(po, p1) nicht leer ist. Insbesondere existiert also fur alle py, p1 € D(X) eine mdgliche L6-
sung der Kontinuitatsgleichung beziehungsweise eine Mdglichkeit, die Masse mit der Dichte
po in diesem Sinne in den Zustand der Dichte p; zu Uberflhren.

Satz 4.1.26. Seien p,,, p € D.(X), dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:
() Lm drv(p,pn) =0
n—oo
(i) lim W(p, p,) = 0.
n—oo

Insbesondere stimmen die von WV erzeugte Topologie und die durch dry erzeugte Topolo-
gie Uberein. Wir bemerken, da D(X) endlich ist, ist die durch dry erzeugte Topologie die
euklidische Topologie.

Beweis. Die Richtung (ii) = (i) ist eine Konsequenz von Lemma 4.1.21. Fur die Rickrichtung
verweisen wir auf [Maai1, Theorem 3.21]. O

4.2 Riemannsche Struktur der diskreten
Wasserstein-Metrik

In diesem Abschnitt méchten wir die riemannsche Struktur der Menge D, (X)) untersuchen.
Es stellt sich heraus, dass D, (X’) mit der durch W induzierten Topologie eine riemannsche
Mannigfaltigkeit ist. Die zugehdérige riemannsche Metrik induziert dann auf nattrliche Wei-
se einen Abstand auf D,(X). Wir werden sehen, dass dieser Abstand mit der diskreten
Wasserstein-Metrik Ubereinstimmt.

Satz 4.2.1. Der metrische Raum (D.(X), W) ist eine (n — 1)-dimensionale glatte Mannig-
faltigkeit.
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Beweis. Wir fihren die Menge N(m) = {@Z) e RY ‘ Yopex V(@) m({2}) = 0} ein. Es gilt

D,(X) = {p e R ‘ p(z) > 0Ve € X, w({z})p(x) = 1} C 14 N(n).

reX

Die rechte Seite ist ein (n — 1)-dimensionaler affiner Unterraum von R* und folglich nach
Lemma B.0.1 eine glatte Mannigfaltigkeit bezuglich der euklidischen Topologie. Ferner ist
D.(X) eine relativ offene Teilmenge dieses affinen Unterraums und somit eine glatte Man-
nigfaltigkeit bezlglich der euklidischen Topologie. Wir haben in Satz 4.1.26 gesehen, dass
die euklidische Topologie mit der von W erzeugten Topologie Ubereinstimmt. Folglich ist
(D.(X), W) eine glatte Mannigfaltigkeit. O

Wir méchten den Tangentialraum an p € D, (X') untersuchen. Dazu stellen wir zunéchst eine
Eigenschaft der Matrix B(p) vor.

Lemma 4.2.2. Die Einschrankung B(p): N(1) — N(r) ist ein Isomorphismus. Dabei be-
zeichnet N(1) = {¢ € RY | 3 ¢(s) = 0}.

seX
Beweis. Es ist B(p) = II"*A(p). Es reicht zu zeigen, dass ker(A(p)) = {alx | a € R}
ist. In diesem Fall folgt ker(B(p)) = ker(A(p)). Die Verwendung der Reversibilitatsbedin-
gung zeigt [, B(p)fdr = 0 fur alle f € R™, wir schlieBen Ran(B(p)) C N(r) und aus
Dimensionsgriinden auch Ran(B(p)) = N(w). Es gilt

[A(p)La](@) = Y =Qw,9)A(p(x), py))w({z}) + Y Qlx, 2)Alp(w), p(2))m({w}) = 0
und damit auch {aly | @ € R} C ker(A(p)). Fir die andere Inklusion sei f € ker(A(p)).
Dann gilt nach der Rechnung im Beweis von Lemma 4.1.19

0=2(A(p)f, f) = = > [AP)](z,y) (f(x) = f(y))*.

zyeX
TFY

Folglichist f(x) = f(y) fur alle z,y € X. Denn angenommen, es existieren =,y € X, sodass

f(z) # f(y) ist, dann existiert aufgrund der Irreduzibilitat auch ein Pfad z = vy,..., v, = v

derart, dass Q(vi,vi+1) > Oflrallei € {0,...,n—1}ist. Dann gilt auch A(p(vi), p(7i+1)) > 0

und folglich [A(p)](7i,i+1) < 0 fur alle i € {0, ...,n — 1}. Mit obiger Rechnung folgt dann

n

0=— Y [A(x.y) (f(x) = FW))* = =D _[AP)] (v vier) (F(3) = f(i41))7
o =0
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denn [A(p)](x,y) < 0 fur alle x # y. Unter dieser Bedingung muss f(v:) = f(y:4+1) fur alle
i € {0,...,n — 1} gelten und somit ist auch f(z) = f(n) = -+ = f(ym-1) = f(y). Dies
zeigt die Behauptung. ]

Auf natlirliche Weise kénnen wir den Tangentialraum an p mit der Menge N () aus dem Be-
weis von Satz 4.2.1 identifizieren. Das hat den Grund, dass man den Tangentialraum jedes
Punktes einer affinen Mannigfaltigkeit auf nattrliche Weise mit dem affinen Unterraum selbst
identifizieren kann. Fir einen Beweis dieses Arguments verweisen wir auf
[Lee13, Proposition 3.8]. Ferner kann man den tangentialen Vektor an eine glatte Kurve
pr mit dem Vektor der Ableitungen der Punktauswertungen p, identifizieren. Wir mdchten ei-
ne weitere Darstellung des Tangentialraums untersuchen. Der folgende Satz beschreibt den
Tangentialraum als Menge von Gradienten V) flir Funktionen ¢» € R*. Im darauffolgenden
Satz klaren wir den Zusammenhang des tangentialen Vektors p, und der Identifikation mit
dem Gradienten. Die folgenden zwei Satze kann man als die diskrete Analogie zum eingangs
vorgestellten Otto-Kalkul interpretieren.

Satz 4.2.3. Sei p € D.(X), wir definieren die Menge T, = {Vy € R*™¥ | ¢ € R*}, dann
ist die Abbildung

Z,: N(m) = T,, ¥+ V(B(p)~ ')

ein Isomorphismus.

Beweis. Wir bemerken, dass N () sowie 7}, endlich-dimensionale Vektorrdume lber R sind.
Die Abbildungsvorschrift Z,, ist nach Lemma 4.2.2 wohldefiniert und linear. Wir wissen be-
reits, dass B(p) ein Isomorphismus ist, folglich reicht es zu zeigen, dass die Abbildung

N1) =T, ¢ — Vi

ein Isomorphismus ist. Wir zeigen die Injektivitat, sei dazu ¢» € N(1), sodass Vi (x,y) =
0 fir alle z,y € X gilt. Dann folgt ¥(z) = ¥(y) fir alle z,y € X und folglich ist ¢) von
der Form ¢y = aly fir ein « € R. Da ¢ € N(1) ist, muss « = 0 und somit ¢ =

gelten. Sei nun ® € T,, dann existiert ein ¢y € R*, sodass ® = V4 gilt. Definieren wir
V(x) = P(x) — ﬁzyew(y) fur x € X, dann ist per definitonem ¢’ € N(1) und es
folgt V(¢')(z,y) = ¢¥'(z) — ¢'(y) = ¥(x) — ¥(y) = Vi(z,y) = (z,y) fir alle z,y € X.
Wir haben gezeigt, dass Z, eine lineare und bijektive Abbildung ist, das hei3t, Z, ist ein
Isomorphismus. ]

Satz 4.2.4. Sei p: [0,1] — D,.(X) eine glatte Kurve. Dann gilt fur alle ¢ € (0,1), dass
Z,.p: = Vi € T, der eindeutige Vektor ist, welcher die Gleichung

pe(x) + [V - (pr @ V)] () = 0
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fur alle z € X erfullt. Insbesondere zeigt dies, dass (p, 1) € CE(po, p1) ist. Hierbei bezeichnet
7, die gleichnamige Abbildung aus Satz 4.2.3.

Beweis. Die Kombination der Beweise von Lemma 4.1.15 und Lemma 4.1.19 zeigt B(p)y) =
—V - (pe V) firalle p e D(X)und ¢ € R*. Da Z, auf N() ein Isomorphismus ist, folgt

pr = szl(th) = I;tl(V(B(P)ilB@)wt)) = B(p)y = =V - (pr ® Vi)
fur alle ¢ € (0,1). Bezeichnen wir mit R~': 7, — N(1) die Inverse der Abbildung
N1) =T, ¢ — Vi

aus dem Beweis von Lemma 4.2.3, dann gilt ¢, = R‘I(Iptpt). Insbesondere ist damit die
Abbildung (0,1) — N (1), t — 1, stetig und somit Borel-messbar. Dies zeigt, dass (p,¢) €
CE1(po, pr) ist. O

Wir méchten zeigen, dass D, (X') eine riemannsche Mannigfaltigkeit ist. Wir werden den
Tangentialraum an p € D, (X)) stets mit 7, wie in Satz 4.2.3 identifizieren. Wir flihren ein
Skalarpodukt auf 7, ein und werden zeigen, dass die Familie dieser Skalarprodukte eine
riemannsche Metrik auf D, (X) definiert.

Satz 4.2.5. Fir p € D,(X') definieren wir auf dem Tangentialraum 7, die Form (-, -),: T}, x
T, — R durch

(V. V) = 5 3 (6(2) — 9(9)) (6(2) — (1)) Q) Ap(@), ply)r(f})

z,yeX

fur beliebige Vi, Vi € T,,. Diese bilineare Form ist fir jedes p € D,(X') ein Skalarprodukt
auf T),.

Beweis. Die Linearitat und Symmetrie sind klar. Es bleibt die positive Definitheit zu zeigen.
Es gilt (Vip, V), > 0 fur alle p € RY, denn Q(z,y) > 0 fur alle x # y und fir x = y
verschwindet der gesamte Term. Ferner sind p(z), p(y) > 0 und somit auch A(p(z), p(y)) >
0. Ist = 0, dann gilt auch (V, V), = 0. Sei (Vy, V), = 0 fir ein ¢ € RY. Es gilt

0=1(Ve, V), = (Alp)e,¢)

und folglich ist nach der Argumentation im Beweis von Lemma 4.2.2 notwendigerweise
schon p(z) = ¢(y) fur alle z,y € X. Damit verschwindet V¢ = 0 und insgesamt gilt,
dass (-, -), ein Skalarprodukt definiert. O
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Lemma 4.2.6. Sei z € X. Dann ist die Abbildung n: D.(X) — R, p — p(x) differenzierbar.

Beweis. Wir wahlen eine Basis vy, . ..,v,_1 von N(7). Flrjedes j € {1,...,n—1} existieren
Konstanten 0%(]) € R derart, dass v; = Y i, alwei gilt. Hierbei bezeichnet e, ..., e, die
Standardbasis von R*, das heiBt, insbesondere ist ¢, = 1, fureinm € {1,...,n — 1}.

Nach dem Beweis von Lemma B.0.1 ist die inverse Abbildung von

eine Karte von 1 + N(7) und damit ist die inverse Abbildung der Einschrankung auf D, (X)
n—1
K: K"YDu(X)) » D, K(€) =1+ &
=1

eine Karte von D, (X). Das Paar (D.(X), K1) ist ein glatter Atlas von D,(X). Fur die Diffe-
renzierbarkeit der Abbildung n betrachten wir

n—1 n—1 n
DK (&, &) =1 (11 + kavk) =17 (11 +3 & (Z ag’“)ei))
k=1 k=1 =1
n n—1 n—1
(3 (St 1)) - (S 1),
=1 k=1 k=1

Folglich ist die Verkniipfung n o K im klassischen Sinne differenzierbar und damit ist auch
die Abbildung n: D.(X) — R differenzierbar. O

Theorem 4.2.7. Das Paar (D.(X),(-,-),) ist eine riemannsche Mannigfaltigkeit.

Beweis. In Satz 4.2.5 haben wir gezeigt, dass fir jedes p € D,(X) die Bilinearform (-, -),
ein Skalarpodukt auf dem Tangentialraum 7, ist. Wir mussen noch die glatte Abh&ngigkeit
von p € D,(X) nachweisen. Wie bereits bemerkt, kdnnen wir in unserem Fall den Tangen-

tialraum an p € D,(X) jeweils mit T, identifizieren. Wir wahlen eine Basis 21, ..., z,-1 von
T,. Zwei glatte Vektorfelder V, W auf D,(X') kénnen wir dann als

V(o) = 3 (o) wnd (o) = 3wy (o)

fur glatte Komponentenfunktionen v;: D,(X) — R und w,: D,(X) — R schreiben. Wahlen
wir die Standardbasis der Matrizen ey, . . ., e,,2, dann existiert fiir jeden der z; eine Darstellung
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(

i

der Form z; = 7 ae, fiir ol ..., oY% € R. Mit diesen Bezeichnungen gilt

n— TL2 n

Vip) = Z ot vi(p)er = (i: ag”vj(ﬂ)) e

2
7 =1 =1
sowie

n—1 n? n? n—1
Wip) =D avi(p)ei = ( aE”vj(p))

j=1 i=1 i=1 \j=1
Insbesondere sind auch die Koeffizienten der e; glatte Funktionen. Dies erklart, analog zu
Lemma 4.2.6, warum die Punktauswertung p — [V (p)](z,y) der Vektorfelder fir beliebige
x,y € X glatt ist. Betrachten wir nun

pr—= (V(p),W(p)), = % > (V). m) (W), y) Qa, y)Ap(x), ply))m({z}),

z,yeX

dann mlssen wir uns nur noch mit der Differenzierbarkeit der Abbildung p — A(p(z), p(y))
fir z,y € X beschaftigen. Die Punktauswertung p — p(x) ist nach Lemma 4.2.6 glatt. Ferner
ist A € C*°((0,0)?), dies zeigt die Differenzierbarkeit der Abbildung p — (V(p), W(p)), als
Summe, Produkt und Komposition von glatten Funktionen. Insgesamt folgt, dass (, ), eine
riemannsche Metrik ist und dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung 4.2.8. Betrachten wir die riemannsche Mannigfaltigkeit (D..(X), (-,-),). Dann
stimmt in diesem Fall die durch die riemannsche Struktur induzierte Metrik d aus Definition
B.0.8 mit der diskreten Wasserstein-Metrik V¥ eingeschrankt auf D,.(X’) Uberein. Dies méch-
ten wir an dieser Stelle kurz kommentieren. Sei (p;).cj0,1] €ine glatte Kurve in D, (X’). Dann
ist der tangentiale Vektor ¢, an p, eindeutig bestimmt durch p, + [V - (o, ® V¢,)] = 0. Die
Lange dieser Kurve ist dann gegeben durch fol (Vipy, Vi) ,,dt. Vergleichen wir dies mit
der Darstellung der diskreten Wasserstein-Metrik aus Lemma 4.1.15, so erkennen wir unter
Verwendung von Lemma 4.1.23 sofort die Gleichheit mit dem riemannschen Abstand.

4.3 Gradientenfluss der diskreten Entropie

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die Lésungen des Warmeleitungsgleichung zu
(2 auch die Trajektorien des Gradientenflusses der diskreten Entropie bezlglich der diskre-
ten Wasserstein-Metrik sind. Dazu werden wir den Gradienten der diskreten Entropie un-
tersuchen und anschlieBend das tangentiale Vektorfeld entlang von Lésungen der Warme-
leitungsgleichung bestimmen. Wir haben bereits gesehen, dass (D.(X), W) von riemann-
scher Struktur ist. Wir interessieren uns aber auch fir Wahrscheinlichkeitsdichten, die nur
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nichtnegativ sind. Ist der Anfangswert p, € D(X’), dann ist die zugehdrige Lésung der War-
meleitungsgleichung durch p, = ¢'“p € D, (X) fir alle positiven Zeiten t > 0 gegeben. Dies
ermoglicht es uns, eine gréBere Menge von Startwerten zuzulassen. Diese Eigenschaft folgt
aus der Irreduzibilitdt und Lemma 3.2.11.

Wir erinnern an die Notationen des vorherigen Abschnitts. Die Menge D, (X) sei in diesem
Abschnitt stets mit ihrer riemannschen Struktur versehen. Fir p € D,(X) identifizieren wir
den Tangentialraum an p mit 7, = {V¢ | ¢ € R*}. Sei t — p, eine glatte Kurve, dann
bezeichnen wir mit t — Vi, € T}, das tangentiale Vektorfeld entlang dieser Kurve im Sinne
der Identifikation in Satz 4.2.4. Den Gradienten eines glatten Funktionals F': D,(X) — R,
ausgewertet in p € D, (X), bezeichnen wir mit gradF'(p) € T),.

Lemma 4.3.1 (Gradient der diskreten Entropie). Wir betrachten die diskrete Entropie einge-
schrankt auf D, (X), das heiBt, H: D,(X) — R. Diese Abbildung ist differenzierbar und fur

p € D.(X) qilt
gradH (p) = Vlog(p).

Beweis. Es gilt H(p) = ) . p(x)log(p(z))m({z}) und fir alle z € X ist die Abbildung
p — p(z) differenzierbar. Folglich ist p — H(p) als Summe, Produkt und Komposition dif-
ferenzierbarer Funktionen wieder differenzierbar. Wir berechnen den Gradienten von H in
p € D.(X). Der Gradient ist eindeutig bestimmt durch die Auswertung aller Derivationen an
p € D.(X) in H. Sei also v eine beliebige Derivation, dann kénnen wir diese nach Lemma

B.0.4 mithilfe einer glatten Kurve (p)ie(—c.) als v(H) = $(H o p)) fir po = p darstellen.

Es bezeichne Vv, € T, das tangentiale Vektorfeld dleser Kurve, dann gilt
d
&H(,ot) =Y log(pu(@)pu()m({x}) + D pu()m({})
zeX reX
== log(p)[V - (pr @ VUl (x)m({z}) = > _[Blp vl (x)w({x})
reX xeX

= —(log(p:), V- (pr @ ViPy))r +0
(Vlog(py), pr @ Vi)
= (Vlog(pe), Vi) p, -

Dabei verwenden wir die Formel der partiellen Integration 4.1.13 und dass nach Lemma
4.2.2 die Aussage [(B(p:)¢:](s) € N(n) gilt. Dies zeigt

d
v(H) = 3 H(p)| _ = (Viog(po), Vibo)py = (Viog(p), Vo).
Da v beliebig war und vy der zugehdrige tangentiale Vektor ist, folgt die Behauptung. ]
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Lemma 4.3.2 (Tangentiales Vektorfeld von Lésungen der Warmeleitungsgleichung). Sei p €
D(X). Es bezeichne p, = ¢'@p fur t > 0. Dann ist die Abbildung t — p, glatt auf (0, oo) und
das tangentiale Vektorfeld ist gegeben durch —V log(p;) € T, fir alle ¢ > 0. Insbesondere
erfullt das Paar (p,, —log(p;)),co,q flr alle ¢ > 0 die Kontinuitatsgleichung, das heiBt, es ist

(p, —log(p)) € CE(po, pr)-

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass fiir t > 0 nach Lemma 3.2.11 /9 > 0 gilt und des-
halb auch p; € D,(X) ist. Fassen wir ¢'? als Matrix und p als Vektor des R™ auf, dann ist die
Differenzierbarkeit der Abbildung ¢ — p; ein Resultat der gewohnlichen Differentialrechnung.
Die Differenzierbarkeit als Abbildung (0, co) — D, (X') folgt dann durch die Wahl einer geeig-
neten Basis von N(r), dhnlich wie in den Beweisen von Lemma 4.2.6 und Theorem 4.2.7.
Wir behaupten, dass fir alle p € D, (X) die Gleichung Ap =V - (Vp) =V - (pe V(logop))
erfillt ist. Sei dazu z € X, dann ist

V- (Vo)) = 5 3 Q) (V. ) ~ [Val(r,v)

— . (e o8lp(y) — log(p(z))
_y;(@( ) (p(y) — p( ))log(p(y))—log(p(x))

=Y Qx,y)(log(p(y)) — log(p(x)))Alp(y), p())

yeXx

= % > Q(x,y)(log(p(y)) — log(p(x)) +log(p(y)) — log(p(x)))Alp(y), p(x))

yeEX

= % > Q. y)([Vlog(p)](y. ) — [V log(p)] () Alp(y), plx))

yeX

= % > Q. y)(Ap(y), p(x))[V 1og(p)](y, x) — Alp(x), p(y))[V log(p)](x, y))

yeX

= [V - (peV(logop))(x).
Folglich gilt far alle ¢ > 0 auch
pr=A2py =V - (pp o V(logopy)).

Sei t > 0, dann folgt unter der Verwendung von Lemma 4.2.4, dass der zu p, gehdrende
tangentiale Vektor durch —V log(p,) gegeben ist. ]

Wir mdchten zeigen, dass die Lésungen der Warmeleitungsgleichung die Trajektorien des
Gradientenflusses der Entropie sind. Dies ist eine Folgerung der obigen Beobachtungen.
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Theorem 4.3.3. Sei p € D(X) und bezeichne p; = e'“p firt > 0. Dann ist die Abbildung
t — p; differenzierbar auf (0, c0). Das tangentiale Veektorfeld von p; erfiillt

Vi, = —grad H(p;)

fur allet > 0. Ferner istt — p, stetig int = 0 mit po = p bezdglich der dr Metrik.

Beweis. Fir beliebiges t, > 0 ist p,, € D.(X). Ferner ist (0,00) — D,(X), s — e*@py,
nach Lemma 4.3.2 differenzierbar. Da ¢, > 0 beliebig ist und aufgrund der Halbgruppenei-
genschaft der p;, folgt die Differenzierbarkeit der Abbildung (0, c0) — D.(X), t — p;. Ferner
folgt unter Benutzung von Lemma 4.3.2 und Lemma 4.3.1 die Gleichung

Vi = —=Vlog(p:) = — grad H(p;)

fir alle ¢ > 0. Da (e!?);>( eine Markov-Halbgruppe ist, folgt zusammen mit der Normaquiva-
lenz die Stetigkeit in 0 bezlglich der dr Metrik. O

Bemerkung 4.3.4. In Kapitel 2, genauer in Theorem 2.3.4, haben wir gesehen, dass die L6-
sungen der Fokker-Planck-Gleichung auch die Trajektorien des Gradientenflusses der freien
Energie beziglich der Wasserstein-Metrik sind. In Bemerkung 2.3.5 haben wir nachgerech-
net, dass die freie Energie mit der relativen Entropie zum Referenzwahrscheinlichkeitsmal3
udz Ubereinstimmt. Wir haben gezeigt, dass die von uns gewahlte Diskretisierung der
Fokker-Planck-Gleichung einen Markov-Kern definiert. Folglich zeigt Theorem 4.3.3, dass
die diskrete Fokker-Planck-Gleichung der Gradientenfluss der diskreten relativen Entropie
ist.

Definition 4.3.5 (Freie Energie). Sei VV: X — R eine beliebige Abbildung, dann definieren
wir fir p € D(X) die potentielle Energie

V(p) = /X Vpdr.

Die freie Energie F von p ist definiert durch F(p) = H(p) + V(p).

Lemma 4.3.6. Die potentielle Energie, eingeschréankt auf D, (X), ist ein differenzierbares
Funktional und es gilt
grad V(p) = VV.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 4.3.1 zeigt man mithilfe von Lemma 4.2.6 die Differen-

zierbarkeit von V. Sei nun t — p, eine glatte Kurve in D,(X) mit tangentialem Vektorfeld
Vi, € T,,. In diesem Fall folgern wir mithilfe von Lemma 4.1.15 sowie der Formel fiir die
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partielle Integration 4.1.13 die Gleichung

—th D V@)p(r)n({a}) = =D V(@)(V - (pe Vi) ()n({z})

reX TeX

= —(V,(V-(peV)))r = (VV, pr 0 Viby)r = (VV, Vi),

Diese Gleichung impliziert grad V(p) = VV flr alle p € D,.(X). O

Bemerkung 4.3.7. Es stellt sich die Frage, wie man eine diskrete Fokker-Planck-Gleichung
auf Graphen definieren kénnte. Dazu méchten wir hier noch einen Ansatz skizzieren. Im
kontinuierlichen Fall betrachten wir den R™ mit der euklidischen Struktur und statten die-
se riemannsche Mannigfaltigkeit dann mit einem Referenzwahrscheinlichkeitsmaf3 der Form
e~Vdz aus. Dies entspricht in Theorem 2.3.4 der Addition des Term fRn Vudzx zur Entro-
pie. Diese Veranderung fihrt dann zur Fokker-Planck-Gleichung. Im diskreten Setting stellt
sich die Frage, welches Maf3 = dem Lebesgue-Mal dz entspricht. Einen méglichen Ansatz
mochten wir im folgenden Beispiel erklaren.

Beispiel 4.3.8. Zu einem gegebenen Graphen betrachten wir das Markov-Tripel aus Theo-
rem 3.3.8. Dies flhrt zu der Warmeleitungsgleichung p = Qp als Gradientenfluss der Entro-
pie H(p) = [, plog(p)dn. In Analogie zu Theorem 2.3.4 untersuchen wir den Gradienten-
fluss der freien Energie H(p) + V(p). Zu einem beliebigem Startwert py € D, (X) erfullt das
tangentiale Vektorfeld die Gleichung

Vi = —grad F(p) = —=Vlog(p) — VV.
Dies impliziert
pr=—V-(pre(=Vlog(p) =VV))=Ap+ V- (peVV)=Qp+ V- (peVV)
nach Theorem 4.3.3. Wie bereits bemerkt, kdnnen wir diese Gleichung auch als p; = Qp; —
B(p:)V schreiben.

Bemerkung 4.3.9. (i) Wir sehen, dass man eine diskrete Fokker-Planck-Gleichung auf
mindestens zwei verschiedene Arten interpretieren kann. Bei der Diskretisierung der
Fokker-Planck-Gleichung in Beispiel 3.4.1 speichern wir die Wirkung des Potentials V'
in den Kantengewichten. Bei der oben vorgestellten diskreten Fokker-Planck-Gleichung
betrachten wir zu einer gegebenen Geometrie zusatzlich die Wirkung des Potentials
V.

(i) Wir méchten an dieser Stelle daran erinnern, dass die Diskretisierung der kontinu-
ierlichen Fokker-Planck-Gleichung zu einer linearen Differentialgleichung der Form
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o = Qp, geflhrt hat. Die zuletzt vorgestellte Version der diskreten Fokker-Planck-
Gleichung ist eine nichtlineare Differentialgleichung der Form g, = Qp; + f(p,) mit
der nichtlinearen Funktion f(p) = —B(p)V. Dieser Unterschied macht es unméglich,
diese beiden verschiedenen Modelle der Fokker-Planck-Gleichung zu vereinen. Das
hei3t, man findet kein nichttriviales Potential ', sodass die Fokker-Planck-Gleichung
auf dem Graphen, gegeben durch die Ecken {z?|i = 0,...,n} und den mit n? Ge-
wichteten Kanten {z;z;1]i = 0,...,n— 1}, mit der Diskretisierung der Fokker-Planck-
Gleichung aus Beispiel 3.4.1 lbereinstimmt.

(iii) Anhand der obigen Darstellung kénnen wir die diskrete Fokker-Planck-Gleichung auch
als Differentialgleichung auf der gréBeren Menge D(X') betrachten. Problematisch ist,
dass das logarithmische Mittel am Rand von (0, c0)? nicht lokal Lipschitz-stetig ist.
Somit kdnnen wir fir Anfangswerte in D(X') \ D, (X) nicht den Satz von Picard-Lindel6f
anwenden.

(iv) In[CHLZ12] werden ebenfalls zwei verschiedene diskrete Fokker-Planck-Gleichungen
vorgestellt. Beide der dort vorgestellten Gleichungen sind Gradientenflliisse der frei-
en Energie, jedoch zu verschiedenen riemannschen Strukturen. Die hier eingefihr-
te Fokker-Planck-Gleichung unterscheidet sich ebenfalls von den beiden in [CHLZ12]
vorgestellten Gleichungen. Eine mdgliche Begriindung fir den Unterschied zur Fokker-
Planck-Gleichung | aus [CHLZ12] ist, dass die dort verwendete riemannsche Struktur
auch von der Potentialfunktion V' abhangt.

Eine interessante Ahnlichkeit zur kontinuierlichen Version der Fokker-Planck-Gleichung méch-
ten wir in dem folgenden Lemma untersuchen.

Lemma 4.3.10. Ein Equilibrium der diskreten Fokker-Planck-Gleichung p, = Qp, — B(p;)V
ist gegeben durch poo: X = R, pao(z) = ¢ 'e~V@ fir die Konstante ¢ = [, e~Vd.

Beweis. Wir mussen lediglich zeigen, dass p, die Gleichung Qp. — B(p~)V = 0 erflllt. Es
ist klar, dass po, € D.(X) erfllt ist. Es gilt

[Blpo)V] () = =) Q2. ) Apec(@), poc )V (H) + D Q. 2)Apos (), poc(2))V ()

_ . Poo(y) — poo() o)
=> Ql oz ply) ~ Tog () LV (8 = V)

- . Poo(Y) = Poo(T) r) —
y#£T
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= ZQ(% Y) (Poo(y) — pPoo())

yeX
y#T
und
[Qpoc] () =Y Qa,y)pso(y) = D Q(,9) (poc(y) — poc())
yeX yeX
far alle z € X. Die Kombination dieser Gleichungen zeigt dann die Behauptung. O

Wie bereits bemerkt, kann man die zuletzt vorgestellte diskrete Fokker-Planck-Gleichung
auch als Differentialgleichung auf der Menge D(X) betrachten. Weitere wichtige qualitative
Eigenschaften dieser diskreten Fokker-Planck-Gleichung behandelt der folgende Satz.

Satz 4.3.11. Sei py € D(X). Dann existiert die Losung ¢ — p; der diskreten Fokker-Planck-
Gleichung zum Anfangswert p, global nach rechts und es gilt p, € D,.(X) fur alle t > 0.

Beweis. Wir setzen das logarithmische Mittel durch 0 stetig auf den R? fort. Damit kénnen
wir die Differentialgleichung als Gleichung fir Funktionen mit Werten im R" auffassen. Fir
p € R™ bezeichnen wir mit p(k) die k-te Komponente des Vektors. Die Abbildung p —
Qp — B(p)V ist stetig auf dem R". Ferner gilt fir alle p € R™ mit p > 0 und p(k) = 0 auch

[Qp](F) — ZQ (k. 3)p(7) + ZQ(k,j)A(p(k),p(j))(V(k) - V()
7
— ZQ (k,7)p(j) +0>0.
J#k

Dies zeigt die Quasipositivitat der rechten Seite dieser Differentialgleichung. Sei py € D(X),
das heift, aufgefasst als Element des R" ist p, ein nichtnegativer Vektor mit (py, 7) = 1.
Aufgrund der Stetigkeit der rechten Seite kbnnen wir mit dem Satz von Peano die Existenz
einer (nicht notwendigerweise eindeutigen) Lésung p: [0,¢7(po)) — R™ folgern. Diese Lo-
sung erfillt nach Lemma 3.2.4 die Gleichung

im’ ™) = (Qp — B(p)V, ) =0,

daRan B(p;) € N () gilt. Als Konsequenz dieser Gleichung ist somit auch (p;, 7) = (po, 7) =
1 far alle t € [0,t7(po)). Insbesondere impliziert die Quasipositivitdt der Differentialglei-
chung auch die Nichtnegativitat der Ldsung. Zusammen schlieBen wir p, € D(X) flr alle
t € [0,t%(po)) und aufgrund der Kompaktheit von D(X) auch t*(pg) = oc.
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Wir méchten zeigen, dass ein 6 > 0 existiert, sodass p; > 0 fur alle t € (0,0) gilt. Fir den
Beweis dieser Behauptung definieren wir die Indexmenge G C {1,...,n} als

G={ke{l,....n}3ty > 0: p(k) >0Vt € (0,t))} .

Es qilt
0#£A{ke {1,...,n}}p0(k‘) >0} C G

aufgrund der Stetigkeit der Lésung p; sowie aufgrund der Anfangsbedingung. Da G endlich
ist existiert ein § > 0, sodass p;(k) > 0 fur alle k € G und alle t € (0,9) ist. Angenommen
esgilt G C {1,...,n}, dann existieren aufgrund der Irreduzibilitat von @ Indizes k& € G und
Jj € G derart, dass Q(k, j) > 0 ist. Insbesondere existiert ein t;, € (0,7), sodass p;, (k) =0
ist. Dies impliziert p;(k) = 0 fur alle ¢ € [0, t], denn sonst wére k € G. Sei nun ¢ € (0, t)
beliebig, dann folgt der Widerspruch

pe(k) = Q(k, §)p:(5) = Q(k, j)p-(4) > 0.
7
Dies zeigt, dass G° = () gelten muss. Dies zeigt, dass fur alle ¢ € (0, d) auch p; > 0 gilt.
Bezeichnen wir mit té’“) = sup{t > 0 | ps(k) > 0 Vs € (0,¢]} fur k£ € {1,...,n}. Dann
gilt té’“) > 0 aufgrund der obigen Eigenschaft fur alle £ € {1,...,n}. Wir bezeichnen mit

ty = min{t(()k) | k € {1,...,n}}. Angenommen es gilt ¢, < oo, dann ist arg min{t(()k) | k €
{1,...,n}} # 0.Da{p,uw, ) = List, gibt es mindestens ein j € {1,...,n}, sodass p,u (j) >
0 0

0 ist. Aufgrund der Irreduzibilitét existiert wieder ein k € arg min{t[()k) | ke {1,...,n}} und
einj € {1,...,n}, sodass p,x (j) > 0und Q(k,j) > 0ist. Nun gilt p,sy = 0 und p; > 0 fur
0
allet € (O,tf)k)). In diesem Fall folgt aber mit der selben Argumentation wie oben p,(k) > 0
furt € (t(()k), ték)Jre) fur ein hinreichend kleines ¢ > 0. Das heif3t, p;(k) hatin t(()k) ein Minimum,
damit ist jedoch auch p,a (k) = 0. Dies steht im Widerspruch zu
0

P (k) =Y Q(k, 1o, () > 0.
=1
g‘#;
Wir schlieBen p, € D,.(X) fur alle t € [0,00). Ist py > 0, dann zeigt obige Argumentation
auch p; > 0 furallet > 0. O

Bemerkung 4.3.12. (i) Wir méchten an dieser Stelle noch einmal die Eindeutigkeit der
Lésungen kommentieren. Ist der Anfangswert py € D,(X), dann zeigt Satz 4.3.11,
dass eine globale Lésung mit Werten in D, (X') existiert. Ferner ist die rechte Seite der
diskreten Fokker-Planck-Gleichung in D, (X) lokal Lipschitz-stetig. Dies zeigt, dass fir
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Anfangswerte in D, (X') die zugehdrige Lésung auch eindeutig ist.

(i) Eine genauere Untersuchung der Funktion F zeigt, dass F eine strikte Ljapunov-
Funktion fir diese diskrete Fokker-Planck-Gleichung ist. Mithilfe dieser Aussage kann
man dann folgern, dass p., aus Lemma 4.3.10 das einzige Equilibrium in D(X) ist. Mit
denselben Argumenten wie im Beweis von Satz 5.3.11 kann man dann die Konvergenz
von Lésungen mit Anfangswerten in D(X’) gegen das Equilibrium zeigen.
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5 Diskrete Ricci-Krummung

5.1 Definition und Charakterisierung

Wir haben gesehen, dass die Theorie zur diskreten Wasserstein-Metrik &hnliche Resultate
wie die kontinuierliche Theorie des optimalen Transports liefert. So ist auch die diskrete
Wasserstein-Metrik von riemannscher Struktur und der Gradientenfluss der Entropie stimmt
mit der Warmeleitungsgleichung Gberein. Motiviert durch das Theorem 2.4.10, flihren wir
deshalb den Begriff der diskreten Ricci-Krimmung ein. Dieser Abschnitt basiert groBtenteils
auf der Arbeit [EM12].

Definition 5.1.1. Sei (X, Q, ) ein irreduzibles reversibles Markov-Tripel. Wir sagen, dass
dieses Markov-Tripel eine von unten durch A € R beschrankte (diskrete entropische) Ricci-
Krimmung hat, falls fir alle Wahrscheinlichkeitsdichten pg, p1 € D(X) eine W-Geodate
p: [0,1] — D(X) mit konstanter Geschwindigkeit existiert, derart, dass

H(pe) < (1= 0)H(po) + tH(pr) = 2101~ )W (o0, 1)

fur alle t € [0, 1] erfullt ist. In diesem Fall sagen wir auch, dass (X, @, 7) die Krimmungsbe-
dingung C'D(\, o) erfillt.

Bemerkung 5.1.2. Es stellt sich die Frage, ob flr alle py, p1 € D(X) eine Geodate mit
konstanter Geschwindigkeit existiert. Im Falle po, p1 € D.(X) kdnnen wir dies bereits be-
antworten. Nach Theorem 4.2.7 ist D,(X) eine vollstdndige riemannsche Mannigfaltigkeit.
Ferner stimmt der durch die riemannsche Struktur induzierte Abstand mit V¥ Uberein. In Be-
merkung 2.4.9 haben wir bereits erwéhnt, dass dies bedeutet, dass zu beliebigen Dichten
po, p1 € D.(X) eine Geodate mit konstanter Geschwindigkeit existiert. Die Frage nach der
Existenz von Geodaten in der gréBeren Menge D(X) beantwortet das folgende Theorem.

Theorem 5.1.3. Fiir alle py, p1 € D(X) existiert eine Geodéte mit konstanter Geschwindig-
keit. Insbesondere ist damit D(X') ein geodétischer metrischer Raum.

Beweis. Fur einen Beweis verweisen wir an dieser Stelle auf [EM12, Theorem 3.2]. ]
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5 Diskrete Ricci-Krimmung

Fur eine Funktion f: (0,00) — R bezeichnen wir die rechte obere Dini-Ableitung mit

v ft+h) - f(#)
Ef(t) = lim sup :

h—0t h

Theorem 5.1.4. Sei (X, Q, ) ein reversibles und irreduzibles Markov-Tripel. Dann sind fiir
A € R die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Das Markov-Tripel erfiillt die Krimmungsbedingung C' D(), o).
(ii) Fiir alle py, o € D(X) gilt

1dt A
§EW(€tQpQ, 0)2 + §W(€tQp0, 0')2 < H(O’) — H(@tQpO)

far allet > 0.

(iii) Firalle po, p1 € D.(X) existiert eine Geodéte mit konstanter Geschwindigkeit (p:).c(0,1),
sodass po = po, p1 = p1 gilt und fiir alle t € |0, 1] die Ungleichung

A
H(p;) < (1 —t)H(po) +tH(p1) — 575(1 — t)W(po, p1)*
erf(illt ist.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von [EM12, Theorem 4.5]. ]

5.2 Berechnung von Schranken an die Ricci-Krimmung

Weder die Definition 5.1.1 der Krimmungsbedingung C'D(\, co) noch die Charakterisierung
in Theorem 5.1.4 liefert genaue Informationen dariber, wie man zu gegebenen (X, Q, )
ein Krimmungsbedingung nachweist. Ferner wissen wir auch nicht, ob jedes Markov-Tripel
(X,Q, ) Uberhaupt eine Krimmungsbedingung erfillt. Diesen Problemen werden wir in
diesem Abschnitt nachgehen.

Bemerkung 5.2.1. Man kann zeigen, dass jedes Markov-Tripel eine Krimmungsbedingung
erfillt. Diese Aussage entspricht Theorem 4.1 in [Mie13]. Alexander Mielke betrachtet in
seiner Arbeit [Mie13] dieselben Markov-Kerne wie die in Definition 3.2.2. Er fuhrt den Be-
griff der diskreten Ricci-Krimmung anhand der Bedingung (iii) aus Theorem 5.1.4 ein. Ein
Unterschied ist, dass er die Menge der positiven WahrscheinlichkeitsmaBe P, (X) unter-
sucht und nicht die Menge der positiven Dichten D, (X). Wie bereits bemerkt, ist dies jedoch
nicht wirklich relevant. Man kann nachrechnen, dass die von ihm eingeflihrte riemannsche
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5 Diskrete Ricci-Krimmung

Struktur dieselbe ist wie die unsere. Damit sind nach Theorem 5.1.4 die beiden Begriffe von
diskreter Ricci-Krimmung kompatibel.

Wir méchten nun Markov-Kerne von tridiagonaler Form betrachten. Wir werden sehen, dass
man bei den zugehdérigen Markov-Tripeln Schranken an die Ricci-Krimmung angeben kann.
Seienay,...,a,_1und s, ..., B3, positive reelle Zahlen. Wir betrachten die Matrix ) € R™*"
definiert durch

— aq O
P2 —Pa— Q2 0
0 B3 —fs—az  as 0
Q=
0 Bn—l _Bn—l —Qp_1 Op_
0 Bn _Bn
und setzen «,, = 0 sowie 3; = 0.
Lemma 5.2.2. Ist () eine tridiagonale Matrix der obigen Form, dannist ({1,...,n}, @, ) ein

reversibles und irreduzibles Markov-Tripel. 7 ist definiert durch w({i + 1}) = %W({i}) far
ie{l,...,n—1}und 7({1}) ist so gewdhlt, dass 7 ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 ist.

Beweis. Die Behauptung, dass () ein Markov-Kern ist, folgt sofort aus der Definition von Q).
Die Irreduzibilitat ist die Konsequenz der Positivitat der Eintrage auf der Nebendiagonalen,
aufgrund dieser Eintrage kann man zwischen zwei beliebigen Nachbarn springen und damit
auch zwischen beliebigen i, j € {1, ..., n}. Einen Beweis in einer &hnlichen Situation haben
wir bereits in 3.4.2 geflhrt. Fir die Reversibilitat genigt die Gultigkeit von

R((D)Qi +1) = PP (i 4 1)Q + 1) = Broam({i + 1)) = 7({i + 1DQU + L)

Q;

furallei € {1,...,n— 1}, denn in allen anderen Eintragen sind beide Seiten gleich null. [

Theorem 5.2.3. Wir betrachten das Markov-Tripel ({1,...,n},Q, ) zu einem tridiagonalen
Markov-Kern obiger Form. Es gelte o; > a4 fdrallei € {1,...,n — 1} sowie 3; < ;11 fir
allei € {1,...,n — 1}. Wir definieren die Abbildung

G: [0,00) x [0,00) = R, G(a,b) = “;H% inf A(r,s) (EJ)

r,s>0 T S
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5 Diskrete Ricci-Krimmung

Gilt fdr ein \ > 0 die Ungleichung
G — g, Biyr — Bi) = A

firallei € {1,...,n — 1}, dann erfillt das Markov-Tripel ({1,...,n}, Q, ) die Krimmungs-
bedingung C D (), o0).

Beweis. Fur einen Beweis dieses Theorems verweisen wir auf [FM16, Theorem 4.1]. In
diesem Artikel werden auch Rechenregeln fir Schranken an die Ricci-Krimmung weiterer
Markov-Kerne bereitgestellt. O

Beispiel 5.2.4. Wir betrachten die diskrete Fokker-Planck-Gleichung aus Beispiel 3.4.1 und
untersuchen, ob ({1,...,n},Q™, ) eine Krimmungsbedingung erfiillt. Dazu bemerken
wir zunachst, dass Q™ von tridiagonaler Form ist, dazu wéahlen wir o; = n?t flr i =
L,...,n—1lund B = n?“=Lfiri € {2,...,n}. Gilt inf,ep1 V"(z) > X > 0, dann erfillt

(Q™ {1,... ,n},7) die Krimmungsbedingung C()\,,c0) mit A, = 2n? (1 — e*m%) Insbe-

sondere gilt \, — \ fir n — oo.

Beweis. Wir moéchten Theorem 5.2.3 anwenden und weisen dazu zuerst die Monotonieei-
genschaften der «; und ; nach. Es gilt

Ki K /T /T /T A
i i+l n2 ( i+l H-Z) > 2 i+1 (1 _ 6_2%2> >0

Q; — Qi1 = — —

T Tyl VT VTiv1) VT
furalle i € {1,...,n — 2}. Dabei verwenden wir eine Abschatzung, die die m; zueinander in
Beziehung setzt, deren Beweis wir in Lemma C.0.9 fihren. Firi € {2,...,n — 1} gilt
Biy1 — Bi = e <\/\/7?i - Wi_l) = n2ﬂ (1 - 52%2) >0,
Ti41 T Ti+1 \/7T_z VTi+1

dies zeigt die Monotonie der «; und der ;. Wir méchten nun noch eine untere Schranke an
G(Oéi — 41, /BZ'+1 — 61) finden. Es gllt

\/7T_z vV Ti+1
> on? (1 —e 2n2> /Tir1 Vi = 2n? (1 — e‘ﬁ)
\/7T_z‘ Vi1
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furalle i € {2,...,n — 2}. Dabei verwenden wir die folgenden, in Lemma C.0.8 bewiesenen
Eigenschaften der Abbildung G. Zuerst benutzen die Monotonie von G, dann die Homoge-
nitdt von G und zuletzt die Abschatzung G(a,b) > 2v/ab fir alle a,b > 0. Dies zeigt die
gewlnschte Krimmungsbedingung. Es gilt

A
A (1-e22) g )
lim 2n? (1 — efﬁ) = lim ~——~—* = P — A
" t=0
un somit die Behauptung. u

5.3 Funktionalungleichungen

In den folgenden Ausflihrungen betrachten wir stets das irreduzible und reversible Markov-
Tripel (X, Q, ).

Theorem 5.3.1 (Diskrete Csiszar-Kullback-Pinsker-Ungleichung). Seip € D(X), dann gilt
drv(p,1) < /2H(p).
Insbesondere gilt fiir alle p € D(X) die Ungleichung
dry (e"9p, 1) < \/2H(e'9p)

fir alle Zeitent > 0.
Beweis. Sei p € D(X') beliebig. Wir bemerken zunéchst, dass

Hip) = [ pogipyin = [ plogloian— [ par+ [ 1ax= [ (prog(o)=p+ 1)ar

gilt. Es bezeichne ¢(x): (0,00) — [0, 00) die Abbildung, definiert durch ¢(z) = z(log(x) —
1) + 1. Wir betrachten die Taylorentwicklung erster Ordnung in dem Punkt 2, = 1, das heif3t,

s+1 s+1
es+1)=pl)+D)(s+1-1)+ /1 (s+1—1t)"(t)dt = /1 (s+1—1t)"(t)dt
= /Os(s —r)"(1+r)dr = /0 (s — s7)p" (1 + s7)sdr

1
:52/ (1= 7)"(1 + s7)dr.
0
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Damit erhalten wir die folgende Darstellung der Entropie
1) = [ elp)in = [ plo(a) = 1(2)+ 1@))ar
= [0 =12 [ 0= r(pla) 1)+ )aran.

Wir schlie3en

sinto. 1 = ([ 1ot —1\) (// (1= 7)drl >—1|dw)

(// (1 = Plplx —1|d7d7r)

<// VI=1v¢"(t(p(z) — 1) + 1)]p(x)—1]\/<p” E )+1)d7dﬂ>2
< [ [ a=nertote) -1+ Dipte)  1iaran [ [T dran
— H(p // z _1)+1>de7.

Es qgilt ¢"(t) = 1 far alle ¢ > 0, dies zeigt die Integrabilitat von . Ferner zeigt dies auch

[ o5t H)deW:/X/Ol(T(l—T)(p(x)—1>+<1—T>>dfdﬂ

:%+/017(1_7)/X(p(x)—11)d7rd72%

drv(p, 1) < \/2H(p)
fur alle p € D(X). O

Insgesamt schlussfolgern wir

Bemerkung 5.3.2. (i) Theorem 5.3.1 ist das in der Einleitung erwédhnte Resultat, das
die Entropie in Zusammenhang mit der N&dherung an die stationdre Verteilung setzt.
Wir bemerken, dass flr die Berechnung der Entropie jedoch bereits das Wissen Uiber
die stationare Verteilung bekannt sein muss. Das heif3t, man kann dies nicht direkt in
einem praktischen Algorithmus realisieren. Ein moglicher Ausweg ware zum Beispiel
die Berechnung des Terms

/ p(p)dL,
X

mit p(z) = z(log(x)—1)+1, derin jedem Fall gréBer ist als die Entropie. Ist obiger Wert
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klein, dann ist folglich auch die Entropie klein und somit der Abstand zur stationéren
Verteilung.

(ii) Dieses Theorem zeigt, dass die diskrete Entropie eine Entropie im Sinne der eingangs
vorgestellten Definition 2.1.2 ist. Dazu argumentieren wir wie in Bemerkung 2.2.3 (i).
FOr den Beweis, dass die Entropie eine Ljapunovfunktion ist, verweisen wir auf den
Beweis von Satz 5.3.11.

Lemma 5.3.3. Sei (X, @, 7) ein irreduzibles reversibles Markov-Tripel und p, € D(X'). Wir
bezeichnen mit p, = €'?p, die zugehdrige Lésung der Warmeleitungsgleichung. Dann gilt

%H(pt) = —% > (log(pi(x)) —log(p:(y))) (pe(x) — pe(y)) Q(, y)m({x})
far alle t > 0.

Beweis. Dies ist eine Folgerung von Lemma 4.3.2 und der Rechnung im Beweis von Lem-
ma 4.3.1. Das tangentiale Vektorfeld entlang der Lésungen der Warmeleitungsgleichung ist
gegeben durch —V log(p,) fUr alle t > 0. Dann gilt

%H(pt) = —(Vlog(p:), V1og(p:))p,
_ _% 3" (og(pi()) — log(p(y)))* Qa, y)Alp(x), p(€))m({z})
= —% > (og(pi(@)) = log(m(y))) (pu(x) — pi(y)) Qler, y)m({z})

nach der Rechnung im Beweis von Lemma 4.3.1 zusammen mit der Eigenschaft (log(a) —
log(b))A(a,b) = a —b. O

Bemerkung 5.3.4. Wir definieren die Abbildung Z: D(X) — R durch die Abbildungsvor-
schrift

Z(p) = ! > (log(p(x) —log(p(y))) (p(x) — p(y)) Q(z, y)w({z})
2

z,yeX

= (Vlog(p), Vlog(p)),

fir p € D.(X) und Z(p) = oo, falls p € D(X) \ D.(X) ist. Z ist das diskrete Analo-
gon der Fisher-Information aus Definition 2.4.4. Mit diesen Bezeichnungen ist die negative
Entropieproduktion entlang von Lésungen der Warmeleitungsgleichung gleich der Fisher-
Information.
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Lemma 5.3.5. Seien py, 0 € D(X). Bezeichnen wir mit p, = €% p,, dann gilt fir alle ¢ > 0

die Ungleichung
d+

EW(Pt, p1) <V Z(pt)-

Beweis. Wie bereits gesehen, gilt p, € D, (X) fur alle ¢t > 0. Ferner ist die Abbildung ¢ — p;
nach Theorem 4.3.3 differenzierbar. Es gilt

d+ Ex) - 5
—W(p, 0) = limsup W(pers, o) = Wlpr, 0)
dt 0+ s
S lim sup W<pt+57 pt) + W(pt: U) _ W(pta O-) S lim sup W(ptv Pt-l—s)
s—0t S s—0t S

aufgrund der Dreiecksungleichung far WW. Wir méchten diesen Ausdruck abschatzen. Nach
Lemma 4.3.2 gilt (p,, — log(pr))refo,s] € CE5(pts pr+s)- Mit Lemma 4.1.23 sowie der Gleichheit
(A(pe)log(pr),log(pe)) = (Vlog(pi), V1og(p:)),, fur alle t > 0 folgt die Abschétzung

W(ps, pris) < /0 \/<Vlog(pt),Vlog(m));)tdt-

Diese Abschatzung impliziert

+
d—W(pt, )<limsupm < lim sup — / \/ (Vlog(pr), Viog(pr)),,dt.

dt s—0t S s—0t

Verwenden wir, dass Z(p;) = (Vlog(p:), Vlog(pt)),, giltund t — Z(p,) stetig ist, dann folgt

W 0) < V)

far alle t > 0. O

Theorem 5.3.6. Erfillt (X, Q, ) die Krimmungsbedingung C'D(\, co) fir ein A € R, dann
gilt die Ungleichung

) < W(p, 1)v/Z(p) - —W (.1 (HWI)
fir alle p € D(X).
Beweis. Sei p € D(X) beliebig. Ist p(z) = 0 fir ein z € X, dann folgt Z(p) = oo und

die gewlinschte Ungleichung ist trivialerweise erfillt. Sei also p € D,(X). Da (X, Q, ) die
Krimmungsbedingung C'D(\, o0) fir A € R erfillt, kbnnen wir Theorem 5.1.4 auf (p, 1)
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anwenden und erhalten fir ¢ > 0 die Ungleichung

1d*

2dtw<€ p 1)’ +AW(€ p,1)? < H(1) — H(ep).

Diese impliziert firt =0

1d*

A
< ——— — — 2
H(p) < —5 - W(p. 1)? y CWip. 1),

denn H(1) = 0. Sei t > 0, dann gilt die Ungleichung

0 < 2W(p, pi)> = W(p, pi)* + 2W(p, p)W(p, 1) — W(p, 1)?
W, )2 — 2W(p, p)W(p, 1) + W(p, 1)?
— Wip.pu)? + 2W(p, p)W(p. 1) = Wip, 1)* + (Wip, pi)? — W(p, 1)
<W(p, p1)* + 2W(p, p)W(p, 1) = W(p, 1)* + W(p, 1) + W(L, pr) = W(p, 1))*
= W(p, p)” + 2W(p, p)W(p, 1) = W(p, 1)* + W(1, p,)?

2

und aus dieser Ungleichung folgt aufgrund der Symmetrie von WV die Ungleichung

W(ﬂa ]1)2 - W(pt7 ]l>2 S W(ﬂa pt)2 + 2W(ﬂ7 pt)W(p7 ]l)

Dies zeigt,
1d* 1 1 ) )
——=W(p,1)?| = —;limsup - W(p, 1)* = W(p,1)?)
2 dt =0 2 t—0+ t
_ 1 : . 1 2 2
= 5 liminf - (W(p, 1)* = W(p;, 1)°)
1. .1

1, 1
< S limsup = (W(pr, p)* +2W(p, p)W(p, 1)) .

t—0t

Wir untersuchen den ersten Term der rechten Seite und behaupten, dass

2
lim sup —W(p, pr) =0

t—0t t

gilt. Wie im Beweis von Lemma 5.3.5 gesehen, gilt fir alle ¢ > 0, dass

(pr, —log(pr))refog € CE(p,s pr)
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ist. Mit Lemma 4.1.20 folgt dann

W(pi,p)* 1, [
PAE < 2t [ og(on) gl
0

fir t — 0" verschwindet der rechte Term, dies zeigt die Behauptung. Wir schlieBen

1d+ 1. 1
_an(p, ]1)2 < 3 lim sup — (W(Pn P)Q + 2W(p, pe)W(p, ]1))
0 t—0+ 13
Wi(ps, i
:limsupM-i- W(P’ )= W(p. pr)
t—0t dt

<0+W(p, 1)\/Z(p) :

nach einer Anwendung von Lemma 5.3.5 mit py = p1 = pund ¢t = 0. Dies zeigt die Unglei-
chung (HWZ) fir alle D(X). O

Theorem 5.3.7. Sei (X, Q), w) ein irreduzibles reversibles Markov-Tripel. Gilt die Krimmungs-
bedingung C'D()\, 00) mit X\ > 0 fir (X,Q, ), dann gilt fir alle p € D(X) die sogenannte
modifizierte logarithmische Sobolev-Ungleichung

H(p) < Z(p). (MLSI)

—2A

Beweis. (X, Q, ) erfillt die Krimmungsbedingung C'D(), co), folglich gilt auch die (HWZ)-
Ungleichung mit Konstante A > 0. Seien z,y € R und ¢ > 0. Wir wenden die Peter-Paul-
Ungleichung auf ¢ = 2% an und erhalten

1
ab < cx’® + —yQ.
4c

Wir setzen = = W(p,1), y = \/I(p) und ¢ = 4 und wenden obige Ungleichung auf die
(HWZI)-Ungleichung an. Es folgt

>

Wy = 21

1

=3 2\
fiir alle p € D(X). 0

Korollar 5.3.8. Sei (X,Q, ) ein irreduzibles und reversibles Markov-Tripel, welches die
Krimmungsbedingung C'D(\, o0) fir A > 0 erflllt. In diesem Fall gilt fur alle py € D(X)
und alle t > 0 die Abschétzung

1d

H(e%py) < ———H(e%py).
(€%po) < =537, H (€ o)
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Insbesondere ist H(p;) < e " H(p,) fir alle ¢ > 0.

Beweis. (X,Q, ) erfillt nach Theorem 5.3.7 die MLSI-Ungleichung. Sei p, € D(X'), dann
gilt

1 d 1
H(e%p) < —I(e'9) = ———
(%po) < 53 T(EF) = —5on

nach Lemma 5.3.3. Da die Abbildung (0, 00) — R, t — H(e!?p,) differenzierbar ist, folgt mit
dem Lemma von Gronwall

H(etQPO)

H(py) < e H(py)

far alle ¢t > 0. ]

Korollar 5.3.9. Fir ein irreduzibles und reversibles Markov-Tripel (X, @, ), welches die
Kriimmungsbedingung C' D (A, co) fiir ein A > 0 erflllt, gilt fir jeden Anfangswert py € D(X),
dass die zugehdrige Losung exponentiell schnell gegen die Equilibriumslésung 1 konver-
giert. Fur alle ¢ > 0 gilt die Ungleichung

d(p, 1) < /2H (po)e ™.

Beweis. Die Behauptung folgt aus einer Kombination von Theorem 5.3.1 und Korollar 5.3.8.
O

Bemerkung 5.3.10. Wir haben in Korollar 5.3.9 gezeigt, dass die Markov-Halbgruppe zu ei-
nem Markov-Kern, der die Krimmungsbedingung C'D(\, oo) fir ein A > 0 erfillt, fir t — oo
konvergiert. In folgendem Satz werden wir zeigen, dass dies fur alle irreduziblen und rever-
siblen Markov-Kerne gilt. Wir bemerken, dass dabei jedoch nicht die exponentiell schnelle
Konvergenz jedes irreduziblen und reversiblen Markov-Kerns gezeigt wird, sondern lediglich
die Konvergenz der Markov-Halbgruppe ohne eine Aussage Uber die Konvergenzgeschwin-
digkeit.

Satz 5.3.11. Sei (X, ), 7) ein irreduzibles und reversibles Markov-Tripel. Flr alle p € D(X)
konvergiert e!p — 1 flir t — oo.

Beweis. Wir fassen p = )p als Differentialgleichung im R™ auf. Die Lésung der Differen-
tialgleichung ist gegeben durch p, = ¢'?p firr einen beliebigen Startwert p € D(X). Wir
haben bereits gesehen, dass die Menge D(X) eine invariante Menge der Differentialglei-
chung p = Qp ist. Wir mdchten zeigen, dass H: D(X) — R eine strikte Ljapunovfunktion
ist. In Lemma 5.3.3 haben wir gezeigt, dass die Ungleichung

 H(p) = —{V1og(p), VIog(p))y, <0
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entlang der Lésung fur alle t > 0 erfdllt ist. Ferner gilt wegen der positiven Definitheit dieses
Skalarprodukts und wegen !¢ > 0 fir alle t > 0 die Gleichheit in obiger Ungleichung genau
dann, wenn p; = 1 ist. Dies zeigt, dass H eine strikte Ljapunovfunktion ist. Die Menge D(X’)
ist nach dem Satz von Heine-Borel kompakt. Die Verwendung von [PW10, Satz 5.5.6] zeigt
die Konvergenz der Lésung gegen ein Equilibrium. Da @ ein Markov-Kern ist, kénnen wir mit
[Cha75, Theorem 1] folgern, dass () den Rang n — 1 hat. Da p;, > 0 flr alle t > 0 gilt, ist
das einzige mogliche Equilibrium gegeben durch 1. Dies zeigt die Konvergenz der Lésung
gegen die Funktion 1. O
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Wir geben eine kurze Einflhrung in die Theorie der Markov-Prozesse. Dieses Kapitel stellt
lediglich die fur die in Kapitel 3 bendétigten Begriffe bereit. Ziel ist es, den Begriff der Markov-
Kette einzuflhren. Markov-Ketten bilden die Grundlage flr ein wichtiges Beispiel in Kapitel
3. Fur weitergehende Informationen verweisen wir auf die Blcher [Nor98] und [Beh13].

Definition A.0.1 (Stochastischer Prozess). Sei (€2, 3, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
(X,.A) ein messbarer Raum. Eine Familie von Zufallsvariablen (X;):>o, wobei X;: Q@ — X
far alle ¢ > 0 ist, nennen wir einen stochastischen Prozess. Den messbaren Raum (X', A)
bezeichnen wir dann als Zustandsraum des stochastischen Prozesses.

Ein Markov-Prozess ist ein spezieller stochastischer Prozess. Man kénnte sagen, bei einem
Markov-Prozess hangt die Zukunft nur von der Gegenwart, nicht aber von der Vergangenheit
ab. Fur eine rigorose Definition missen wir ein wenig ausholen.

Definition A.0.2 (Filtration). Sei (2, X, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (F;);> eine Fa-
milie von Teil-o-Algebren von 3. Falls fiir alle s < t die Bedingung F, C F; gilt, nennen wir
(Fi)t>0 eine Filtration. Sei (X});>( ein stochastischer Prozess, dann hei3t (X;):>o an (F;):>o0
adaptiert, falls X; fur alle t > 0 schon (F;, A)-messbar ist. Ein wichtiges Beispiel fiir eine
solche Filtration ist die sogenannte natirliche Filtration F; := o({X,| 0 < s < t}). Dies ist
die kleinste o-Algebra, bezlglich welcher alle X, fir 0 < s < ¢t messbar sind.

Definition A.0.3 (Bedingte Erwartung). Sei Y : {2 — X eine integrierbare Zufallsvariable und
Yy C X eine Unter-o-Algebra. Wir nennen eine Funktion ¢: () — X bedingte Erwartung von
Y unter der Bedingung %, falls sie (X, .4)-messbar ist und

/ YdP = / odP
Ey Ey

Satz A.0.4. Die bedingte Erwartung aus Definition A.0.3 ist eindeutig bestimmt. Wir bezeich-
nen sie mit E(Y'|%,). Falls ¥y = o(Z4, ..., Z,) fur die Zufallsvariablen 71, ..., Z, ist, dann
schreiben wir E(Y'|Z1, ..., Z,,) beziehungsweise E(Y'|Z) fir den Fall, dass ¥y = o(Z).

fur alle £, € X erflillt.
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Beweis. Einen Beweis dieser Aussage findet man zum Beispiel in [Beh13, Satz 1.4.2]. O

Definition A.0.5 (Bedingte Wahrscheinlichkeit). Sei (€2, X, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
Yo C X eine Unter-o-Algebra und £ € %, ein Ereignis. Die bedingte Erwartung der Zufalls-
variable 1z bezeichnen wir mit P(F|%,) := E(1g|X,) und nennen sie die bedingte Wahr-
scheinlichkeit von E.

Definition A.0.6 (Markov-Prozess). Sei (2, X, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X;);>¢
ein stochastischer Prozess auf dem Zustandsraum (X', A) und (F;):>¢ die natlrliche Filtra-
tion. (X;):>o0 heiBt Markov-Prozess, falls fir alle s > 0und 0 <t < s sowie £ € ¥

P(X, € E|F,) = P(X, € E|X,)

gilt. Zusatzlich werden wir voraussetzen, dass die Pfade ¢ — X;(w) fir jedes w € (2 rechts-
seitig stetig sind.

Wir méchten nun eine spezielle Klasse von Markov-Prozessen vorstellen, die sogenann-
ten Markov-Ketten. Sei X' im Folgenden eine héchstens abzahlbare Menge. Wéahlen wir als
o-Algebra die Potenzmenge 2(X), dann ist (X, Z(X)) ein messbarer Raum. Zu einem
gegebenen Markov-Prozess (X;);>o seien 0 <t < sund y € X beliebig, dann gilt

P(Xs = ylF) = P(X, € {y}|Fr) = P(Xs € {y}|Xy) = P(X, = y|X).

Die rechte Seite obiger Gleichung kénnen wir explizit berechnen. Sei x € &', dann hat sie
auf den Mengen {X; = =} den konstanten Wert P(X = y|X; = x) € [0, 1]. Dies fuhrt uns
zu der folgenden Definition.

Definition A.0.7 (Markov-Kette). Einen Markov-Prozess auf einem hdchstens abz&hlbaren
Zustandsraum nennen wir Markov-Kette. Hangen fir alle 0 <t < sund z,y € X die Zahlen

P(X, =y|X; = 2)

nur von z,y und s — ¢ ab, so sprechen wir von einer Markov-Kette in homogener Zeit.
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In diesem Kapitel sind einige Resultate zusammengetragen, die bei unserer Behandlung
der riemannschen Mannigfaltigkeit (D.(X), (-, -),) hilfreich sind. Fir weitere Informationen
empfehlen wir [Lee13] und [Gri09], die auch eine Grundlage dieser Ausflihrungen bilden.

Lemma B.0.1. Sei V' ein endlich dimensionaler normierter IR-Vektorraum, dann ist V' eine
n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit. Ist ferner U C V' ein m-dimensionaler affiner Unter-
raum, dann ist auch U eine glatte Mannigfaltigkeit.

Beweis. Es ist VV normiert und folglich ist die Topologie hausdorffsch. Da V' von endlicher
Dimension ist, wahlen wir Vektoren v, ..., v,, die eine Basis von V bilden. Die Abbildung

K R* =V, Ky(§) =) &,
1€N

definiert einen linearen stetigen Isomorphismus. Folglich ist K * eine Karte von ganz V und
es geniigt, den Atlas (V, K;') zu betrachten. Dieser Atlas ist schon ein differenzierbarer
Atlas, denn wir brauchen keine Koordinatenwechsel zu betrachten. Sei U von der Form
U = x +span{vy, ..., v,} fir linear unabhéngige vy, . .., v,,. Wir modifizieren die Abbildung
K5 zu

Dann ist auch diese Abbildung ein Isomorphismus und folglich ist nach obigem Argument
auch U eine glatte Mannigfaltigkeit. Es gilt sogar, dass die resultierende differentielle Struktur
unabhangig von der Wahl der Basis ist. Einen Beweis findet man in [Lee13, Beispiel 1.6]. [

Definition B.0.2. Sei )M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Abbildung X: C>*°(M) — R heif3t
Derivation in x € M, falls

(i) sie linear ist, und

(i) firalle f,g € C(M)

gilt.
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Die Menge aller Derivationen in = nennen wir den Tangentialraum von M an x und schreiben
T,M ={X:C>*(M) — R | X ist eine R-Derivation}.

Satz B.0.3. Sei M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit, dann ist fir jedes = € M der
Tangentialraum T, M ein Vektorraum der Dimension n.

Beweis. [Gri09, Theorem 3.8] O

Lemma B.0.4. Sei M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit. Fur ein Intervall I C R
und eine glatte Kurve v: I — M mit v(0) = x und 0 € I, definieren wir fir f € C*°(M)

d
o(f) = E(f °7) .
Die Abbildung v: C*(M) — R, f ~ wv(f) ist eine Derivation in . Es gilt sogar, dass jede
Derivation schon von obiger Form ist.

Beweis. [Lee13, Lemma 3.10] O

Bemerkung B.0.5. In der Situation von Lemma B.0.1 kénnen wir den Tangentialraum an
jeden Punkt mit ein und derselben Menge TU ~ V identifizieren. Fir weitere Informationen
dazu verweisen wir auf [Lee13, Proposition 3.8].

Definition B.0.6. Sei M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit. Wir definieren das Tan-
gentenbindel 7'M als die Menge T'M := {(z,v) | z € M und v € T, M}. Ein Vektorfeld auf
M ist eine Abbildung V': M — T M, z — (z,V(z)), sodass V (z) € T,,M fir alle z € M gilt.

Definition B.0.7. Sei M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit. Eine riemannsche Me-
trik ist eine Familie g = (g.(,-))zenm, Sodass fur alle z € M die bilineare Form g.(-,-) ein
Skalarprodukt auf T, M ist, welches glatt von x abhéangt. Das heif3t, fir alle glatten Vektorfel-
der V,W: M — T M ist die Abbildung = — ¢..(V (z), W (z)) differenzierbar. Das Paar (M, g)
nennen wir riemannsche Mannigfaltigkeit.

Auf jeder riemannschen Mannigfaltigkeit (1, g) kébnnen wir mithilfe der riemannschen Metrik
einen Abstandsbegriff einflihren.

Definition B.0.8. Sei : [0,1] — M eine stlickweise glatte Kurve. Es bezeichne +/(¢) den
tangentialen Vektor an diese Kurve. Die Lange dieser Kurve ist definiert durch

£0) = [ fmotro. v
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FOr zwei Punkte x,y € M definieren wir den Abstand zwischen p und ¢ als
d(p,q) = inf {L‘(fy) ’ v: [0,1] — M ist stiickweise glatt und ~(0) = p, sowie v(1) = q} :

Lemma B.0.9. Sei ()M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, dann ist (), d), wobei d die
Abbildung aus Definition B.0.8 bezeichnet, ein metrischer Raum. Ferner stimmen die beiden
zugehdrigen Topologien Gberein.

Beweis. [Gri09, Abschnitt 3.11] O

Definition B.0.10 (Gradient). Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Fir ein Funk-
tional f € C*°(M) definieren wir den Gradienten als das eindeutig bestimmte Vektorfeld
grad f: M — T M, welches

g=(grad f(z), X) = X(f)

fir jeden tangentialen Vektor X € T, M und jeden Punkt z € M erflllt. Dieses Vektorfeld
nennen wir den Gradienten von f.

Bemerkung B.0.11. Es stellt sich die Frage, ob der Gradient wohldefiniert ist. Wir betrachten
fur f € C>°(M) und fir beliebiges x € M die Abbildung 7, M — R, X — X(f). Diese
Abbildung ist ein stetiges lineares Funktional auf dem Hilbertraum (7, M, g..), somit existiert
nach dem Satz von Riesz-Fréchet ein eindeutig bestimmtes v, € T, M, sodass

9o (e, X) = X(f)

fur alle X € T, M qilt. Setzen wir grad f(x) := v,, dann ist grad f eindeutig bestimmt und
erfillt die gewtinschte Gleichung.
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Satz C.0.1. Sei (2, X) ein messbarer Raum. Fir alle f € M,(£2, X) existiert eine Folge von
Treppenfunktionen, die gleichmaBig gegen f konvergiert.

Beweis. [Sch05, Kapitel 8] O

Satz C.0.2 (Ein Perron-Frobenius-Theorem). Sei A € R™*™ mit nichtnegativen Eintragen,
dann ist der Spektralradius p(A) ein Eigenwert zu einem nichtnegativen Eigenvektor.

Beweis. [HJ13, Theorem 8.3.1] O

Lemma C.0.3 (Spektralradius stochastischer Matrizen). Sei A € R™*™ mit den Eintragen
a;j, eine zeilen-stochastische Matrix, das heit, fur alle i € {1,...,n} gilt 37, a;; = 1 und
a;; € [0,1] furalle 7,57 € {1,...,n}. Dann gilt p(A) = 1 fir den Spektralradius p(A) von A.

Beweis. Es gilt A1 = 1, folglich ist 1 € o(A) und somit 1 < p(A). Weiter ist || A||«c = 1 und
deshalb gilt |\| < 1 fur alle A € o(A). Es folgt p(A) = 1. O

Definition C.0.4. Eine Matrix A € R"*™ mit den Eintragen (A(i, j)) heiBt irreduzibel, falls
furallei,j € {1,...,n} Indizes i = i,...,i, = j existieren, sodass A(i;, ;1) # 0 fur alle
I=1,...,k—1qil.

Satz C.0.5. Sei A € R™*" eine Matrix mit nichtnegativen Eintrdgen sowie positiven Eintra-
gen auf der Diagonalen, dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

1. Es existiert ein k € N, sodass A* > 0.

2. Aistirreduzibel.

Beweis. [KB13, Theorem 8.46] ]

Lemma C.0.6. Seien —1 < a < § < 1, dann gilt

# [Artanh(r)
/a {— dr < oo.
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Beweis. Seien —1 < a < 8 < 1 beliebig Wir wenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf
das Integral

B 1 1 1
/ [Artanh(r) dr < / [ Artanh(r) dr < / dr/ Artanh(r) 4
a r -1 r -1 -1 r

an. Fur alle z € (—1,1) gilt die Gleichung Artanh(z) = 3 (In(1 + ) — In(1 — z)), diese
Gleichung findet man zum Beispiel in [BS01, Formel 2.213]. Es qilt

1 1
/ Mdz < / x <2,
-1 X 1z

dennesistIn(l + z) < z fur alle z > —1 und es gilt

22/_1Mdr:/_1Md$

1 r 1 z

nach der Substitution z = —r. Dies zeigt

/B Artanh(r) dr < /1 4 /1 Artanh(r)dr <4<
R e < ——dr< 0.
o r -1 -1 r

Lemma C.0.7. Sei A € R™*" eine symmetrische Matrix mit nichtnegativen Eintragen auf
der Diagonalen. Ist A schwach diagonaldominant, das heif3t, es gilt

]

D AGL )] < A 6)
=1
furallei € {1,...,n}, dannist A positiv semidefinit.

Beweis. Da A symmetrisch ist, hat A nur reelle Eigenwerte. Mithilfe des Satzes Uber die
Gerschgorin-Kreise [HJ13, Theorem 6.1.1] folgt dann aus der schwachen Diagonaldominanz
und den nichtnegativen Diagonaleintragen schon die Nichtnegativitat der Eigenwerte. Dies
zeigt die positive Semidefinitheit. ]

Lemma C.0.8. Die Abbildung

2 r,s>0 r S

G:[0,00) x [0,00) = R, G(a,b) = a;b+1 inf A(r, s) (g_i_é)

ist monoton, das heiBt, firalle 0 < ¢ < aund 0 < d < b gilt G(c,d) < G(a,b). Fir alle
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a > 0 gilt G(aa,ab) = aG(a,b) und ferner erflllt sie fir alle a,b > 0 die Ungleichung

G(a,b) > 2v/ab.

Beweis. Seien 0 < ¢ < aund 0 < d < b beliebig, dann existieren zu ¢ > 0 beliebig zwei
Zahlen r, s > 0 derart, dass %2 + $A(r, s) (2 + ) < G(a,b) + ¢ ist. Wir schlieBen

c+d 1 c d a+b 1 a b
d) < —A -4+ ) > - Z 42
G(c,d) < 5 + 5 (r,s) (7’ + 3) z2— + 2/\(7‘,3) (r - 3) < G(a,b) +¢

und da ¢ beliebig ist, folgt G(c, d) < G(a,b). Ferner gilt

2 sr

b 1 b V
G(a,b)+e > ot +§A(r,s) (g—i-g) > Vab+A(r, s) (as;— br) > vab+\/7“s\/—a_b > 2V ab
rs

nach der Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel sowie der Eigenschaft
(vi) aus Bemerkung 4.1.5 Uber das logarithmische Mittel. Dies zeigt die gewlnschte Unglei-
chung. Die fehlende Eigenschatft folgt direkt aus der Definition von G. ]

Lemma C.0.9. Wir betrachten die in Beispiel 3.4.1 vorgestellte Diskretisierung der Fokker-
Planck-Gleichung. Sei V' € C?[0, 1] und erfllle inf,cp1) V() > A > 0. Unter diesen Vor-
aussetzungen gilt fir jedes n € N und jedes i € {2,...,n — 1} die Ungleichung

Diese impliziert dann

furallei € {2,...,n —1}.

Beweis. Sein € N beliebig. Wir erinnern an die Definition der 7;, es qilt

n

m:/l Uso (2)dz

n
i—1

far 27 = £ und ue(z) = ce~V®). Die Voraussetzungen implizieren, dass V' auf dem Intervall
[0,1] konvex ist. Sei i € {2,...,n — 1}, dann existiert eine eindeutig bestimmte Parabel
der Form par(z) = 322 + pz + ¢, die V an den Stellen 27, und = schneidet. Aufgrund
der unteren Schranke an die zweite Ableitung von V' gilt par > V' beziehungsweise e >
e P in [27_,,27] und par < V beziehungsweise ¢~V < e in [0,1] \ [z}, 27]. Diese

i—17 %4
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Abschatzungen an e~V implizieren Abschatzungen an die Konstanten ;. Es gilt

x g i X = 5\( +i—%)2 ( +z‘—%)
_ n A2 o n =3(r+=2) —p(r —q
Tit1 :/ ce V@ dy < c/ e 2P TPy = c/ e " " dr
3 1
. 1

n i+1
2 n

2n

i— L
nach der Substitution z = r + ZTQ Mutatis mutandis folgen auch die Abschatzungen
1 N 1\ 2 Nt
o A (T2 T2 )
mZC/2€2<+n) p<+n)qdr

sowie

— A i1 2 i— L
n f§(r+ ,ﬁ) *p(r+ ﬁ)—q
T < ¢ e dr.

3
2n
71—
n

N L1\ 2 1
Bezeichne g das Polynom, definiert durch g(r) = 3 (r + Z%) +p <r + —5) + ¢. Dieses

Polynom hat den fihrenden Koeffizienten % Hinreichend flr die Gultigkeit der Behauptung
des Lemmas ist dann die Ungleichung

Fir den Beweis dieser Ungleichung wenden wir die Jensensche Unleichung auf die drei
verschiedenen Integrale an. Es gilt

1

o 1 o
/ e 9y > = exp n/ —g(r)dr
_ 1 n _

1 1
2n 2n

sowie

_21n 1 _%
—/ e 9 dr < ——exp n/ —g(r)dr

_ n _3

2n

3
2n

und

w

2n 1 %
—/ e 9 dr < —=exp n/ —g(r)dr | .
1 n L

2n
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Insgesamt schlie3en wir

1
- exp

(s (o] o)) (2o (o)
— exp <n[21”g(r)dr + n/lig(r)dr - 2n[21ng(r)dr> .

3
2n 2n

In den Integralen des letzten Terms spielen nur die Terme der Ordnung 2 eine Rolle. Die
linearen Terme summieren sich aufgrund der Symmetrie zu null und die konstanten Terme

heben sich ebenso auf. Eine weitere Rechnung liefert dann
= A
g(r)dr) = exp (ﬁ) :

2 ~am o
(n/ g(r)dr + n/ g(r)dr — Qn/
_ 1 1

T
———— > exp
Ti—1T4+1 3 .

n

2n

Dies zeigt die gewlinschte Behauptung.
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